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在 本 套 教 材 的 第 一 册 与 第 二 册 中 , 我 们 已 经 系统 地 学 习 了 一 元 微 
积分 与 级 数理 论 . 但 在 理论 与 实践 中 , 仅仅 一 元 函数 远 远 不 能 满足 需 
要 . 这 是 因为 , 在 许多 事物 的 变化 过 程 中 , 一 个 变量 的 变化 过 程 往往 依 
赖 于 多 个 变量 .就 拿 我 们 每 天 生活 的 空间 来 说 , 它 是 一 个 三 维 的 立体 
空间 , 因此 几乎 所 有 跟 空 间 位 置 有 关 的 变量 一 般 都 要 用 空间 点 的 坐标 
来 描述 , 从 而 它们 就 不 太 可 能 用 一 元 函数 来 刻画 . 

另外 , 即使 在 数学 研究 中 , 由 于 一 元 函数 的 研究 仅仅 是 局 限于 数 
轴 及 的 子 集 上 定义 的 函数 , 它们 基本 上 已 不 再 是 现代 数学 研究 的 主 
要 对 象 . 在 当今 的 数学 研究 中 ， 大 部 分 的 研究 对 象 都 是 关于 高 维 空间 
(n(n > 2) 维 空间 ) 的 一 些 问 题 . 因此 , 我 们 对 多 元 函数 (映射 ) 的 学 习 
是 十 分 必要 的 . 

多 元 微 积分 的 主要 内 容 是 将 一 元 函数 的 微 积分 理论 推广 到 高 维 空 
间 上 的 多 元 函数 . 大 家 会 发 现 , 我 们 将 平行 于 一 元 微 积 分 的 基本 理论 
来 研究 多 元 微 积分 .值得 指出 的 是 , 由 于 多 元 函数 的 微 积分 理论 是 建 
立 在 一 元 微 积 分 的 基础 之 上 的 , 读者 如 果 具 备 一 元 微 积分 的 坚实 基础 ， 
并 且 有 较 好 的 空间 想象 能 力 , 就 能 学 好 多 元 微 积分 . 


§13.1 欧 氏 空间 R" 


13.1.1 ” 欧 氏 空间 R" 


在 本 节 中 , 我 们 先 来 讨论 多 元 函数 定义 域 的 问题 . 多 元 函数 的 定义 
域 是 高 维 空间 的 子 集 , 这 些 子 集 相对 于 及 中 的 子 集 将 更 为 复杂 . 为 了 
研究 高 维 空间 的 子 集 , 我 们 必须 先 研究 一 下 它们 所 在 的 空间 
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R" = {(ziz2 ,Tn) : Zi E€ R,i= 1,2,... ,n} 一 一 xR. 
读者 应 特别 注意 当 n = 2 时 的 情形 . 多 元 微 积分 与 一 元 微 积分 的 许多 
本 质 区 别 将 在 = 1 和 n = 2 两 者 之 间 发 生 , 对 于 n > 2 的 情形 则 与 
n= 2 的 情形 具有 很 大 的 相似 性 . 

在 以 下 讨论 中 我 们 将 假定 n > 2. 记 z = (7z1,72,… ,Zn) € R"， 
我 们 称 x 为 R* 中 的 一 个 点 或 向 量 , zi(i = 1,2,… ,n) 称 为 z 的 第 
i 个 坐标 或 分 量 . 今后 , 我 们 也 常常 用 列 向 量 (z1,z2,… ,zn)7 来 表示 
同一 个 x, 这 里 (zi zz …… ,zn)T 是 (7z1,72,… ,zn) 的 转 置 . 另外 , 记 
0 = (0,0,… ,0) 为 R" 中 的 原点 或 零 向 量 . 在 代数 课程 中 , 我 们 已 经 

n 个 
在 Rn" 中 引进 了 加 法 与 数 乘 运算 . 由 于 在 今后 要 经 常用 到 它们 , 在 这 里 
我 们 做 一 下 简单 介绍 . 

R" 中 的 加 法 运算 定义 如 下 : 设 £=(z1, 7X2,… ,Tn),y= (yi,y2,…… ， 

yn) ER", 定义 


T+Y= (zi 十 72 十 2 ,Tn + Yn) € R", 


并 称 z+y 为 z 与 y 的 和 . 

R" 中 的 数 乘 运算 定义 如 下 : 设 a e R,z = (z1,72,.… ,zn) € 及 "， 
定义 

az = (azlaz2…… ,azZn) € R”, 

并 称 az 为 a 与 z 的 数 乘 . 

这 两 种 运算 称 为 R" 中 的 线性 运算 . 在 = 2,3 时 , 它们 具有 鲜明 
的 几何 意义 . 对 于 yz,y, ze R",a, Pe 及 , 容易 验证 它们 满足 : 

(1) 交换 律 z+ y= y+z; | 

(2) 结合 律 (z+y)+z=z+ (y+z), (aB)z = a(Bm); 

(3) 分 配 律 a(z +y) = az +ay, (a+PB)z = azr+ Br. 

另外 , 在 加 法 运算 中 , 存在 零 元 素 0e R", 它 满足 : 对 于 Yz < R"， 
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z+0=2; 
在 数 乘 运算 中 , 存在 单位 元 1 e 及 , 它 满足 : 对 于 Ye < R", 有 
17 = 2. 


对 R" 赋予 上 述 线性 运算 后 , 我 们 称 R" 为 一 个 n 维 向 量 空 间 ( 简 
称 空间 ). 在 这 个 空间 中 , 它 还 有 一 个 重要 的 运算 一 一 内 积 运算 , 它 的 
定义 如 下 : 
设 z= (T1720 ,Tn), Y= (W192… ,Yn) ER", 则 zw 与 y 的 内 
积 定 义 为 
WY 三 Driy €R. 


i=1 

从 内 积 的 定义 容易 看 出 它 具 有 以 下 一 些 基 本 性 质 : 

(1) 正定 性 对 于 Yz e R", 有 zz > 0, 并 且 上 述 等 号 成 立 当 且 仅 
当 z = 0; 

(2) 对 称 性 对 于 vz,y e R", 有 zy = yz; 

(3) 对 于 vz,y,zeR", 有 z(y +z) = 2Yy + 2z; 

(4) 对 于 YaeER 民 和 Vz,y eR", 有 (ar)y = a(zy). 

向 量 空间 R* 有 了 内 积 运算 后 , 我 们 称 R" 为 欧 几 里 得 (Euclid) 空 
间或 欧 氏 空间 . 利用 内 积 运算 , 我 们 定义 向 量 z e R" 的 模 如 下 : 


n 
llzl|= Vzz = D2 z?. 
i=1 


在 代数 学 中 , 我 们 已 经 知道 , R"(n > 2) 中 两 个 非 零 向 量 = 与 y 的 

内 积 
vy = Jz loyllecos(m,y》， 

其 中 (z,y) 是 向 量 z 与 y 的 夹 角 . 由 此 我 们 可 以 清楚 地 知道 内 积 的 
几何 意义 . 

利用 向 量 的 模 , 我 们 可 以 给 出 R" 中 两 个 点 之 间 的 距离 的 定义 . 

定义 13.1.1 设 z = (zz ,Zn) 与 = (0 加 ,加 ) 为 
Rn" 中 任意 两 个 点 , 则 z 与 y 的 距离 定义 为 
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lz-yl=lz- 韦 = Ee 二 02 


显然 , 在 及,R2 或 R3 中 , 两 个 点 z 与 y 的 距离 即 是 连接 z 与 y 
的 线段 的 长 度 . 请 读者 注意 , 我 们 用 |z -yl (而 不 是 用 ||z 一 yl) 来 表示 
Zz,Yy 之 间 的 距离 主要 是 为 了 记号 简便 , 且 这 个 记号 与 RR 中 两 点 之 间距 
离 的 相应 记号 保持 一 致 . 由 于 对 于 Vz es R", 我 们 有 ||z|| = |z 一 0| = |zl， 
因此 , 今后 我 们 也 用 |z| 来 记 z 的 模 . 

从 距离 的 定义 容易 推出 它 满足 以 下 的 性 质 : 

(1) 正定 性 对 于 vc,yeR", 有 |lz- 如 >0, 并 且 lz- 相 =0 的 
充分 必要 条 件 是 z = y; 

(2) 对 称 性 对 于 Yz,yeR", 有 |z 一 y|=|y zl; 

(3) 三 角 不 等 式 ”对 于 Vz,y,zeER", 有 |z 一 z| < |z 一 y| 二 |y 一 z|. 

距离 与 向 量 的 模 两 个 概念 是 可 以 相互 转化 的 , 因此 我 们 也 称 定义 
了 距离 后 的 空间 了" 为 欧 氏 空间 . 当 n= 2 时 , 我 们 常用 (zx,y) 来 表示 
平面 R? 中 的 点 ; 当 n = 3 时 , 用 (z,y,z) 来 表示 空间 R3 中 的 点 . 今后 
在 R? 中 , 为 了 记号 方便 , 我 们 也 用 i 来 表示 单位 向 量 (1,0), 用 了 来 表 
示 单 位 向 量 (0, 1), 并 称 它们 为 单位 坐标 向 量 . 因此 , 对 于 Y(z,y) e R?， 
我 们 有 


(3,y) = Ti+ YI 
相应 地 , 在 R3 中 , 我 们 则 记 i= (1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0,0,1). 于 
是 对 于 Vv(z,y,z) e R3, 有 


(zy z) = Ti+ YI + zk. 


例 13.1.1 设 


Qml Qam2 … amn 
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是 一 个 m xn 矩阵 , 其 中 aoi € R(j = 1,2,… ri 一 12 ,n). 定义 


m n 
|4l = (E54 
j=1 i=1 
对 于 Yz = (Zz1,72,… ,Zn)T &E R", 证 明 |4z| < Alllzl. 
证 明 “利用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 我 们 有 
m™m n 2 m n n 
|4z|? = > b> on) 安 > (> 0 a 
1 


j=1 \i=1 iml = 


E (34) 人 = (4llzl) 


j=1 i=1 


对 上 面 不 等 式 的 两 边 分 别 开 方 即 得 所 证 . 


吉 


注 Al = (5 称 为 矩阵 A 的 范 数 , 在 本 书后 


j=1 i=1 


节 我 们 还 会 遇 到 它 . 
13.1.2 ”点 列 极限 
下 面 我 们 给 出 欧 氏 空间 及" 中 邻 域 的 概念 . 
定义 13.1.2” 设 z0=(z9,79,… ,290)eR",5>0, 称 集合 


U(x0,6) = {2 = (71,22,.… ,Tn) € R" :|z— zol <6} 


为 以 zo 为 心 的 6 邻 域 ; 称 集 合 Uo(z0,5) = U(zo,65)\{zo} 为 zo 的 6 
去 心 邻 域 . 

上 述 定 义 的 邻 域 通常 称 为 球形 邻 域 . 我 们 经 常 要 用 到 的 另外 一 种 
邻 域 是 方形 邻 域 . 设 zo = (z9, 23,… ,20) e R",65 > 0, 定义 


N(x0,6) = {2 = (zz yzn) : |ri — ZO) < 6,i= 1,2,.. ,n}, 
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并 称 它 为 zo 的 方形 邻 域 . 容易 证 明 这 两 种 邻 域 有 下 面 的 包含 关系 : 
U(x0,6) C N(zo,5) C U(zo, Vnd). 


另外 , 我 们 称 No(z0,6) = N(zo,5)N{zo} 为 方形 去 心 邻 域 . 

在 及 中 , 我 们 也 曾经 给 出 过 邻 域 的 定义 . 容易 看 出 , R 中 球形 和 方 
形 两 种 邻 域 的 定义 是 一 样 的 . 在 R? 中 , zo 的 5 邻 域 即 为 以 zo 为 中 
心 , 6 为 半径 的 圆 盘 ; 而 方形 邻 域 则 是 以 ze 为 中 心 , 各 边 均 平 行 于 坐 
标 轴 , 边 长 为 25 的 正方 形 . 对 于 了 3 的 情形 , zo 的 5 邻 域 是 以 zo 为 
中 心 , 6 为 半径 的 球体 , 方形 邻 域 则 为 一 立方 体 . 

有 了 邻 域 后 , 我 们 可 以 引进 及 ”中 点 列 收敛 的 概念 . 在 这 里 我 们 
需要 特别 指出 的 是 , 由 于 多 元 微 积分 的 理论 本 质 上 是 将 一 元 微 积分 的 
理论 从 低 维 空间 R 向 高 维 空间 R"(n > 2) 推广 , 在 推广 的 过 程 中 , 有 
时 我 们 可 以 将 低 维 的 概念 重新 给 予 描述 , 当 这 种 描述 不 依赖 于 低 维 的 
特性 时 , 就 可 以 很 容易 将 低 维 的 概念 推广 到 高 维 情形 . 例如 , 在 讨论 及 
中 序列 的 极限 时 , 一 个 序列 {zk} 满足 dm Tk =a 的 实际 意义 是 : 当 
k 充分 大 时 , zk 与 a 的 距离 可 以 小 于 预先 任意 给 定 的 正 数 . 对 于 函数 
极限 lim f(z)= 4 也 是 如 此 , 它 的 一 种 描述 是 : 当 z 与 a 的 距离 很 小 
时 , f(z) 与 4 的 距离 也 可 以 小 于 预先 任意 给 定 的 正 数 . 因此 在 研究 高 
维 空间 的 点 列 极限 和 函数 极限 时 , 用 两 个 点 的 距离 变化 来 精确 描述 这 
些 极限 过 程 就 是 水 到 渠 成 的 事情 了 . 读者 应 该 注意 慢 慢 地 熟悉 并 掌握 
这 种 推广 的 方法 . 

由 上 面 分 析 , 高 维 空间 点 列 极限 可 以 自然 地 定义 为 : 设 {zk} 是 
Rn 中 的 一 个 点 列 , 车 存在 zo es R", 使 得 有 im jzk 一 zol = 0, 则 称 
{zx} 收敛 于 zo, 并 称 zo 为 该 点 列 的 极限 . 用 邻 域 来 精确 描述 这 一 概 
念 , 我 们 有 以 下 定义 . 

定义 13.1.3” 设 {zx} 是 Rn 中 的 一 个 点 列 , 车 存在 wo e R", 使 
得 对 于 Ve > 0,3K e N, 当 k > K 时 ,有 |zk 一 zo0| < s, 即 zk EU(zo's)， 
则 称 {zx} 是 收敛 点 列 , 并 称 {zk} 收敛 于 zo, 记 做 dim zk = zo. 这 
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时 也 称 zo 为 fzk} 的 极限 . 若 不 存在 zo e R", 使 得 im | 一 zol = 0, 
则 称 {zk} 发 散 . 

我 们 以 后 总 用 {zk} (而 不 用 {zx}) 表示 R” 中 的 点 列 , 并 记 zo = 
(zz ,20) 和 zk = (zz A) e Rn = 1,2,..…. 关于 点 列 
极限 , 下 面 的 结果 是 今后 常常 用 到 的 . 

定理 13.1.1 设 {zx} 是 R" 中 的 一 个 点 列 , zo= (zz9，……zo)e 
R", 则 wim, zk 二 zo 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 Vi (1 < i< n), 有 


i 0 
lim zi = 2i. 
一 oo 


证 明 对 于 Vi<i<n) 及 VEN, 我 们 有 


[zt — zl < zk — zol < > [zt 一 z91. 
j=1 
由 此 不 等 式 容易 推出 定理 13.1.1. 证 毕 . 

下 面 我 们 来 讨论 一 下 点 列 极限 的 一 些 基本 性 质 . 我 们 称 一 个 集合 
EC R" 是 有 界 的 , 若 存在 M > 0, 使 得 对 于 Yz e E, 有 |z| < M. 特别 
地 , 我 们 称 一 个 点 列 {zk} 是 有 界 的 , 若 存在 M > 0, 使 得 对 于 Vk e N， 
有 |zk| < M. 

读者 可 以 将 R 中 序列 极限 的 一 些 在 高 维 空间 有 意义 的 性 质 平行 
地 推广 至 Rm 中 的 点 列 . 例如 , 在 及" 中 我 们 有 : 

性 质 13.1.2 ” 设 {zk} 是 R* 中 的 一 个 收敛 点 列 , 则 其 极限 必 是 
唯一 的 . 

性 质 13.1.3” 设 {zk} 是 R" 中 的 一 个 收敛 点 列 , 则 {zk} 必 有 


界 . 

性 质 13.1.4 ” 设 R" 中 的 点 列 {zk} 与 {yx} 满足 lim mk = 
Zo, lim Yk = yo, 再 设 o, 8 e RR, 则 有 

(1) lim (amk + Byk) = oro + Byo; 

(2) lim zkyk = Toyo- 


对 于 以 上 性 质 , 我 们 只 证 性 质 13.1.4 的 (2), 读者 应 该 注意 这 个 性 
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质 说 的 是 两 个 收敛 点 列 的 内 积 收敛 到 点 列 极 限 的 内 积 . 

证 明 对 于 Vi(1<i<n), 有 

二 = 及 jlim W = 
由 序列 极限 的 性 质 有 
lim ztyt = 2 
天 一 co 
从 而 有 本 
dm cry = im De = Da = zoyo. 

注 ”上 面 关于 点 列 内 积 的 极限 可 以 看 成 是 及 中 序列 乘积 极限 的 
推广 . 但 值得 注意 的 是 , 当 n > 2 时 , 在 R" 中 有 些 结论 与 及 中 相对 应 
的 结论 是 有 区 别 的 . 例如 , 在 R 中 , 当 两 个 序列 存在 非 零 的 极限 时 , 它 
们 对 应 项 乘积 组 成 的 序列 的 极限 存在 并 且 非 零 . 但 是 这 个 结论 显然 在 
R"(n > 2) 不 成 立 , 因为 此 时 两 个 非 零 向 量 的 内 积 可 以 是 零 (这 时 我 们 
称 它 们 正 交 ). 读者 在 今后 的 学 习 中 要 特别 注意 高 维 与 一 维 的 这 些 不 同 
之 处 . 

例 13.1.2 对 k=1,2,…, 设 


Tk = (et, ott (i+ ,ktan € R4, 


k 
求 es Es 
解 ” 由 于 
VEksink 


lim Y=0, lim ke- =0, 
k k 


dm coskln 人 本 =0, im, ktan =1, 
我 们 有 im mk = (0,0,0, 1). 
13.1.3 聚 点 
聚 点 是 极限 理论 中 重要 的 概念 . 我 们 曾 在 R 中 讨论 过 它 ( 见 第 一 
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册 ). 对 于 R" 的 一 般 情形 , 聚 点 的 定义 如 下 : 

定义 13.1.4 ” 设 忆 CR" 是 一 个 给 定 的 集合 , 若 ze R" 的 任何 
5 邻 域 U(z,6)(5 > 0) 都 有 已 中 异 于 z 的 点 , 则 称 x 为 已 的 聚 点 或 
极限 点 . 

显然 , 将 上 述 定义 中 的 球形 邻 域 换 成 方形 邻 域 可 得 到 聚 点 的 等 价 
定义 . 另外 , 我 们 容易 看 出 : 若 z 是 EE 的 聚 点 , 则 UV(z,5)(5 > 0) 中 必 
有 巨 中 的 无 限 多 个 点 . 值得 特别 指出 的 是 , z 是 互 的 聚 点 与 xz 是否 
属于 五 无 关 . 

由 聚 点 的 定义 , 若 zx 不 是 一 个 集合 B 的 聚 点 , 则 存在 go > 0, 使 
得 Uo(z,60) 中 没有 的 点 . 特别 地 , 当 ze 且 zz 不 是 万 的 聚 点 时 ， 
则 称 z 为 五 的 孤立 点 . 此 时 必 存 在 bo > 0, 使 得 U(z,60) EE = {z}. 

利用 点 列 的 极限 , 我 们 可 以 描述 一 个 集合 的 聚 点 . 

定理 13.1.5” 设 已 c Rn 非 空 , 则 zx 是 五 的 聚 点 的 充分 必要 条 
件 是 : 存在 EE 中 一 个 两 两 不 同 的 点 列 {zk}, 使 得 jim mk = 2. 

定理 13.1.5 的 证 明 与 RR 中 的 情形 类 似 , 请 读者 自己 给 出 . 

例 13.1.3 设 E={(zi1,72,… ,zn) € R": 对 于 Vi(l < i < n), zi 
是 有 理 数 }, 试 求 E 的 聚 点 集合 . 

解 ” 任 意 取 定 zo = (7z9,7z9,… ,7z0) e Rn", 对 于 V5 > 0, 我 们 取 
zo 的 方形 邻 域 N(zo0,6). 因 对 于 Vi(1 < i<n), 在 (z9 一 6,29+6) 内 必 
存在 有 理 数 z! 关 x9, 故 (zx1,z5,… ,z) 是 N(x0,6)B 中 的 点 , 且 异 
于 zo, 从 而 zo 是 E 的 聚 点 . 由 zo 的 任意 性 知 , B 的 聚 点 集合 是 R". 

注 ”车 集 合 4 中 每 一 个 点 的 任何 邻 域 中 都 有 集合 B 中 的 点 , 则 
称 B 在 4 中 稠密 . 上 述 例 子 说 明 EE 在 R" 中 稠密 . 作为 练习 , 请 读者 
将 巨 中 的 点 排 成 一 个 点 列 . 


13.1.4” 开 集 与 闭 集 


设 已 c R" 是 一 个 给 定 的 集合 , 我 们 将 在 R" 中 的 补 集 R"\E 
记 为 B*. 利用 邻 域 的 概念 , 我 们 可 以 将 及” 中 的 点 关于 B 做 一 分 类 . 
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定义 13.1.5 设 EcR",zeR". 
(1) 车 存在 5 > 0, 使 得 UV(z,5) Cc EE, 则 称 z 是 EE 的 内 点 . 记 Ee 
为 互 中 所 有 内 点 构成 的 集合 , 并 称 之 为 的 内 部 . 
(2) 若 存在 6 > 0, 使 得 U(z,5)m 瑟 = CO, 则 称 z 是 已 的 外 点 . 已 
的 所 有 外 点 构成 的 集合 称 为 E 的 外 部 . 
(3) 若 对 于 v5 > 0, 有 U(z,6)NEz#@, 并 且 U(zx,65)N Ec# 儿 , 则 
称 z 是 的 边界 点 , 并 用 8E 来 记 E 的 边界 点 集 , 称 之 为 忆 的 边界 . 
从 定义 可 以 看 出 , E 的 内 点 一 定 属于 E; EE 的 外 点 则 一 定 不 属于 
, 并且 五 的 外 部 即 为 Be 的 内 部 (Be)*; 而 EE 的 边界 点 则 可 以 是 媚 
中 的 点 , 也 可 以 不 是 EE 中 的 点 ; x 为 已 的 边界 点 的 充分 必要 条 件 是 : z 
既 不 是 EB 的 内 点 也 不 是 E 的 外 点 . 
例 13.1.4 ” 设 集 合 忆 = {(z,y) : z2 十 2 < 1,y > zx), 试 求 
E°, (E°)° 及 OF. 
解 ” 从 定义 容易 得 到 (参见 图 13.1.1) 
E?={(2Y) :2+ <1,y>7}= E\{(z,Y) :y= 7), 
(BE°)° = RI\M{(2,Y) :7 + < 1,y 22), 


OE ={(z,9) :7 + =1y27U {ry) :r+ <1,y= 7)}. 


图 13.1.1 


在 一 元 微 积分 中 , 开 区 间 与 闭 区 间 起 着 重要 的 作用 . 在 R" 中 与 它 
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们 密切 相关 的 概念 是 开 集 与 闭 集 . 开 集 与 闭 集 是 R" 中 两 类 重要 的 子 
集 , 在 今后 的 学 习 中 将 常常 遇 到 . 下 面 我 们 分 别 对 它们 加 以 介绍 . 

定义 13.1.6 设 包 CR", 若 马 =E°, 则 称 记 为 开 集 . 

另外 , 我 们 将 空 集 儿 规定 为 开 集 . 

显然 , R" 中 每 一 个 点 的 球形 邻 域 与 方形 邻 域 都 是 开 集 . 在 n= 1 
时 , 及 中 的 一 个 集合 EE 若是 一 些 开 区 间 的 并 , 则 EE 是 开 集 . 反 过 来 , 也 
容易 证 明 R 中 的 任何 一 个 开 集 是 可 数 个 开 区 间 的 并 . 事实 上 , 这 可 以 
从 每 个 开 区 间 都 含有 有 理 数 这 个 事实 推出 . 在 R? 的 情形 , 不 是 很 严格 
地 说 , 可 以 认为 开 集 是 由 平面 内 一 些 不 带 边界 的 集合 组 成 . 例如 : 


B= {Cow :le - (0 < brez} 


就 是 一 个 开 集 , 它 由 无 穷 多 个 两 两 不 交 的 圆 盘 组 成 . 另外 , 我 们 要 注意 
的 是 , 即使 一 个 开 集 就 由 一 块 组 成 , 它 的 边界 也 可 以 是 很 复杂 的 . 例如 ， 
设 
Bs {ilsy< he- ), 

则 D = ((0,1) x (0, 1))\E 的 边界 即 为 U6([0, 1] x [0,1]). 容易 看 出 DD 
是 一 个 开 集 . 

定理 13.1.6 。”R" 中 的 开 集 具有 以 下 性 质 : 

(1) R" 与 g 是 开 集 ; 

(2) 任意 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 

(3) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 . 

定理 13.1.6 的 证 明 是 容易 的 , 只 要 根据 开 集 的 定义 即 可 推出 . 

注 “ 设 ze Rn, 容易 看 出 


十 oo 和 
{z} =Nv (ei) R 
由 此 说 明 , R" 中 的 任意 个 开 集 的 交 未 必 一 定 是 开 集 . 


在 民 中 , 闭 区 间 的 一 个 显著 特征 是 它 的 余 集 是 一 个 开 集 . 类 似 地 ， 
我 们 引入 下 面 的 概念 . 
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定义 13.1.7 设 思 CR", 车 Ee 是 开 集 , 则 称 是 闭 集 . 

前 面 我 们 说 过 R 中 的 开 集 是 一 些 开 区 间 的 并 , 因此 一 个 及 中 的 
闭 集 是 R 中 挖 掉 一 些 开 区 间 后 留 下 的 部 分 . 在 实 变 函 数 课程 中 , 我 们 
将 知道 , 闭 集 则 不 一 定 是 可 数 个 闭 区 间 ( 单 点 也 作为 闭 区 间 ) 的 并 . 

对 任何 开 集 EE Cc R", 车 F = UB8E, 则 由 闭 集 的 定义 容易 看 出 

定理 13.1.7 ”RR" 中 的 闭 集 具有 以 下 性 质 : 

(1) R" 与 g 是 闭 集 ; 

(2) 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ; 

(3) 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 . 

此 定理 中 的 性 质 (1) 成 立 是 显然 的 . 对 于 性 质 (2), (3), 读者 可 以 直 
接 利 用 闭 集 的 定义 加 以 证 明 , 也 可 以 利用 下 面 的 德 。 摩根 (de Morgan) 
公式 并 结合 开 集 的 相应 性 质 来 证 明 . 

德 ， 摩根 公式 ”对 于 Rn 中 任何 一 族 集合 {E、}xe4, 其 中 4 是 一 
个 指标 集 , 有 


和 EA4 和 EA 
@ (Nm) =U 
和 EA 和 EA4 


闭 集 还 可 以 通过 聚 点 来 描述 . 给 定 集合 E, 记 ' 为 的 全 体育 
点 组 成 的 集合 , 并 称 E' 为 巨 的 导 集 . 再 记 互 = EU E', 并 称 互 为 忆 
的 闭 包 . 我 们 有 以 下 的 结果 . 

定理 13.1.8 ” 设 已 c R", 则 万 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 = 互 . 

证 明 ”从 互 的 定义 可 以 看 出 巨 = 互 的 充分 必要 条 件 是 E' C 也 ， 
也 就 是 说 已 的 聚 点 含 于 已 中 , 故 只 要 证 明 五 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 
是 BcE. 

充分 性 ”车 忆 的 聚 点 都 在 E 中 , 则 Ee 中 没有 EE 的 聚 点 . 因此 
对 于 Yz e Ee, 存在 jc > 0 (这 里 我 们 用 65 表示 该 5 是 依赖 于 z 的 )， 
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使 得 U(z,62)nE= 2 即 U(z,6o) Cc Ee. 这 说 明 Ee 是 开 集 , 从 而 由 
闭 集 的 定义 知 五 是 闭 集 . 

必要 性 若 忆 是 闭 集 , 即 Bp* 是 开 集 ,， 则 对 于 Yam e Ee, 存在 
bo > 0, 使 得 U(z, 654) C Ee. 这 说 明 z 不 是 EB 的 聚 点 . 因此 Ee 中 无 
妃 中 的 聚 点 , 这 就 是 说 互 的 聚 点 在 媚 中 . 于 是 巨 = EUE' = 五 证 毕 . 

13.1.5” 欧 氏 空间 R" 中 的 基本 定理 

我 们 在 第 一 册 中 曾经 讨论 过 实数 系 的 基本 定理 , 即 完备 性 定理 、 闭 
区 间 套 定理 、 聚 点 原理 等 . 下 面 我 们 在 R" 中 来 讨论 这 些 定理 的 推广 . 

1. 完备 性 

设 {fzk} 是 Rm 中 的 一 个 点 列 , 若 对 于 Ye > 0, 3K e N, 当 kK,k” > 
KK 时 , 有 |zk 一 Zr| < s, 则 称 {zk} 为 柯 西 点 列 . 在 数学 研究 中 , 我 们 
常常 将 R" 中 的 一 些 特别 的 子 集 作为 一 个 空间 , 如 R" 就 是 一 个 空间 . 
另外 , U(0,1) 也 是 一 个 很 有 趣 的 空间 .以 后 我 们 还 将 遇 到 各 式 各 样 的 
空间 . 如 果 一 个 空 闻 X Cc Rn" 中 的 任何 柯 西点 列 都 是 收敛 的 , 并 且 其 
极限 属于 X, 则 我 们 称 空间 X 是 完备 的 . 

定理 13.1.9 ” 欧 氏 空间 R" 是 完备 的 . 

证 明 设 zk = (zt,z$,… ,zk) < RR"*(k 二 1,2,…) 是 一 个 柯 西点 
列 , 则 {zx} 中 的 每 个 分 量 构 成 的 序列 {z+} (i = 1,2,… ,n) 是 下 中 的 
柯 西 序列 . 因此 定理 13.1.9 可 由 R 的 完备 性 推 得 . 证 毕 . 

RR 的 完备 性 是 极限 理论 中 重要 而 基本 的 结果 , 这 在 一 元 微 积分 中 
读者 应 该 有 所 体会 . 同样 地 , R" 的 完备 性 也 将 在 多 元 微 积分 的 理论 中 
起 着 重要 作用 . 

2. 闭 集 套 定理 

利用 R" 的 完备 性 , 我 们 可 以 推广 R 中 的 闭 区 间 套 定理 . 设 Bc 
R" 是 一 个 非 空 集合 , 记 diam(E) 为 EB 的 直径 , 它 的 定义 为 


diam(E)= sup {|z — y|}. 
ZYyEE 


定理 13.1.10 设 所 c Rn"(k = 1,2,…) 是 一 列 非 空 闭 集 , 并 且 
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它们 满足 : 
(1) 对 于 VkeN, 有 FD Freyi; 
(2) im diam(F;) = 0, 
则 存在 唯一 的 zo e R", 使 得 对 于 We N, 有 zo € Fi, 即 
十 oo 
{zo} = 门 到 . 


大 一 1 
证 明 在 及 中 任 取 一 点 zk(k = 1,2,…), 我 们 下 面 证 明 {zx} 
是 一 个 柯 西 点 列 . 事实 上 , 由 (2), 对 于 ve > 0,3K < N, 当 > KK 时 ， 
有 


diam(Fk) < =. 
因为 当 达 > k' > K 时 , 有 zk e Fe', Zr e Fr C Fr. 这 样 我 们 有 
lzke 一 zkv| 和 diam(Fk') < e， 
即 {zx} 为 柯 西点 列 . 由 定理 13.1.9 知 它 为 收敛 点 列 . 令 zo = Mim mk- 


于 对 于 Vko € N, 当 上 > ko 时 , zk e 及。 注意 到 及。 是 闭 集 , 从 而 
Zo € Fio. 由 ko 的 任意 性 知 


+o0 
TOE N 及 
k=1 
+oo 
另外 , 车 存在 me 站 F, 则 有 
k=1 
lz' 一 zol < im diam(F;) = 0. 


因此 z' = zo. 证 毕 . 

显然 , R 中 一 个 闭 区 间 套 是 一 列 满足 定理 13.1.10 的 闭 集 套 , 从 而 
定理 13.1.10 推广 了 区 间 套 定理 . 由 于 闭 集 比 闭 区 间 更 为 广泛 , 定理 
13.1.10 的 适用 范围 也 比 区 间 套 定理 要 广泛 得 多 . 

对 于 及 中 的 区 间 套 定理 , 我 们 不 能 把 闭 区 间 换 成 开 区 间 . 同样 , 当 
Fk(k = 1,2,.…) 不 是 闭 集 时 , 定理 13.1.10 的 结论 也 可 不 真 . 

3. 聚 点 原理 

在 R" 中 , 我 们 同样 有 以 下 的 聚 点 原理 . 
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定理 13.1.11 ( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) ” 设 {zk} 为 R" 中 
的 一 个 有 界 点 列 , 则 它 必 存在 收敛 子 列 . 

证 明 ”注意 到 {zx = (z$,26,… ,4)} 为 有 界 点 列 的 充分 必要 条 
件 是 : 对 于 Wl <ig 中 {zt} 是 R 中 的 有 办 序列 因此 {z*} 存在 
收敛 子 列 {2 }, 而 对 {2 } 又 存在 收敛 子 列 {2 }, ,经 过 n 次 取 
子 列 即 可 得 到 {zx} 的 子 列 {zx,}, 使 得 它 的 每 个 分 量 组 成 的 序列 均 是 
收敛 序列 , 从 而 {zx,} 为 {zk} 的 收敛 子 列 . 证 毕 . 

容易 看 出 , 定理 13.1.11 与 以 下 定理 等 价 . 

定理 13.1.12 ”R" 中 任何 有 界 无 穷 集 合 E 至 少 有 一 个 聚 点 . 

证 明 ” 设 马 是 无 穷 集合 , 任 取 一 个 点 列 {zk} C EE, 使 得 {zk} 中 
的 点 两 两 不 同 . 由 于 E 是 有 界 集 , {zk} 是 R" 中 的 一 个 有 界 点 列 , 从 
而 由 定理 13.1.11 知 , 它 必 有 一 个 收敛 子 列 . 设 该 子 列 的 极限 为 zo. 
于 {zk} 中 的 点 两 两 不 同 , zo 必 为 集合 {zk} 的 聚 点 , 从 而 它 必 是 已 的 
聚 点 . 证 毕 . 

4. 紧 集 

我 们 知道 , 在 及 中 的 有 界 闭 区 间 上 连续 函数 的 许多 局 部 性 质 可 以 
成 为 在 该 区 间 上 的 整体 性 质 . 这 种 从 局 部 到 整体 的 过 程 一 般 是 通过 有 
限 覆 盖 定 理 来 完成 . 为 了 讨论 更 广泛 的 成 立 有 限 覆盖 定理 的 一 类 集合 ， 
我 们 有 必要 在 R" 中 引入 紧 集 的 概念 . 

设 已 c R",{OAjxe4 是 R" 中 的 一 个 开 集 族 . 车 Ec 【0、, 则 

入 EA 
称 {OAjxe4 为 已 的 一 个 开 覆 盖 . 若 此 时 指标 集合 4 中 只 有 有 限 个 元 
素 , 则 称 {OAjxe4 是 五 的 一 个 有 限 开 覆盖 . 

定义 13.1.8 设 媚 CRn", 若 五 的 任何 开 覆 盖 {O\jxeca 都 存 

在 有 限 子 覆盖 , 即 301,O2,… ,Ok e {OA}xe4, 其 中 K < +oo, 使 得 
K 

已 cj Ok, 则 称 已 为 紧 集 , 或 称 EE 是 紧 的 . 
k=1 


我 们 在 这 里 再 强调 一 下 , 一 个 集合 E 是 紧 集 是 指 的 任何 开 覆 
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盖 都 存在 有 限 子 覆盖 . 有 些 初学 者 总 是 去 找 E 的 一 个 固定 的 有 限 开 禾 
盖 来 说 明 EE 是 紧 集 (如 果 仅仅 要 找 有 限 个 开 集 来 覆 益 一 个 给 定 的 集合 
的 话 , 取 R” 即 可 ), 希望 读者 不 要 犯 此 类 错误 . 

在 有 中 , 由 有 限 个 有 界 闭 区 间 的 并 构成 的 集合 一 定 是 紧 集 . 对 于 
R" 中 的 任何 一 个 集合 E, 当 已 是 无 界 集合 时 , 容易 看 出 它 不 可 能 是 
紧 的 . 事实 上 , {U(0,k)}xen 是 EB 的 一 个 开 覆 盖 , 但 由 于 已 无 界 , 该 


开 赣 盖 不 存在 有 限 开 覆盖 . 再 设 已 - 人 :ke 中 它 也 不 是 R 中 的 


紧 集 ， 不 过 EUE' = 人 :ke N} U {0} 一 定 是 紧 的 ， 我们 有 以 下 
定理 . 
定理 13.1.13 设 巨 cR", 则 瑟 为 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 : 妃 
为 R" 中 的 有 界 闭 集 . 
证 明 ”必要 性 对 于 R" 中 的 任意 集合 , {U(0,)}xen 总 是 它 的 
个 开 覆 盖 , 特别 地 , 它 也 是 E 的 一 个 开 覆 盖 . 由 于 EE 是 紧 集 , 存在 
U(0,k1),U(0, k2),-- ,U(0, ky) (0 < hh < 如 <…< 有 < +oo), 使 得 
J 
互 C 【J U(0,k;) = U(0,kJ). 这 说 明 E 是 有 界 集合 . 


j=1 


现 用 反 证 法 证 明 EE 是 闭 集 . 倘若 已 不 是 闭 集 , 则 存在 已 的 一 个 
聚 点 zo 已 任 取 ze 已 则 = 关 zo, 从 而 存在 re = lz -zol > 0 
使 得 

U(c,re)mnU(zo,rz) = 2. 
由 于 
U (era) 2 已 


rEE 
从 而 可 取出 有 限 个 开 集 U(z1,7z,),U(z2,7zs),… ,U(ZK,Twx), 使 得 
K 


U T(zkros) 2 E. 
k=1 


记 rk= {re} > 0, 则 
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K 
U(xo,7K)N { U or = 2. 
k=1 


因此 U(zo,rk)nE=%g. 这 与 zo 是 五 的 聚 点 矛盾 , 从 而 已 是 闭 集 . 

充分 性 设 是 有 界 闭 集 , 倘若 已 不 紧 , 则 存在 E 的 一 个 开 覆 
盖 {OA}xe4, 使 得 该 开 覆 盖 中 的 任何 有 限 个 开 集 都 不 能 覆盖 .我们 
下 面 为 了 叙述 简便 以 Cc R? 为 例证 之 , 对 于 Rn" 的 情形 , 只 是 形式 上 
比较 复杂 , 但 证 明 的 思路 与 R? 的 情形 是 一 样 的 . 

我 们 不 妨 设 Cc [-a,a] x [-aal a Zo(a > 0). 取石 对 边 中 点 的 
连 线 将 10 分 成 四 个 小 闭 正方 形 , 则 必 存 在 一 个 小 正方 形 , 使 得 巨 落 在 
其 中 的 部 分 不 能 被 {OA}xe4 中 有 限 个 开 集 所 覆盖 . 记 该 小 闭 正 方形 为 
五. 对 五 重复 刚才 对 五 的 讨论 , 可 得 五 . 依 此 类 推 , 我 们 可 得 到 一 列 
满足 以 下 条 件 的 闭 正方 形 {I}: 

(1) Tk D RH (k= 1,2,.); 

(2) im diam( 玫 ) = 0; 

(3) 对 每 个 ke N, I B 都 不 能 被 {OA}xe4 中 有 限 个 开 集 覆盖 . 

对 玉 = 1,2,…, 记 Ek = knE, 则 {Ek} 满足 定理 13.1.10 的 条 


件 由 定理 13.1.10, 存在 唯一 的 zo, 使 得 {zo} = 让 Bs. 由 于 woe 
k=1 

因此 在 {O\}xea 中 存在 Oxu, 使 得 zo se Os。. 由 于 Ox。 为 开 集 , 因此 

对 充分 大 的 k, 有 下 C Ox. 这 与 Ex 不 能 被 {TOA}xe4 中 的 任意 有 限 

个 开 集 所 覆盖 矛盾 . 证 毕 . 


813.2 ”多 元 函数 与 向 量 函数 的 极限 


13.2.1 多 元 函数 的 概念 


我 们 前 面 已 经 指出 , 在 许多 问题 中 因 变量 的 变化 会 依赖 于 多 个 其 
他 的 变量 . 例如 , 我 们 生活 的 三 维 空间 每 一 个 点 处 的 温度 就 依赖 于 点 
的 位 置 和 时 间 的 变化 . 再 如 , 在 火箭 升 空 的 过 程 中 , 火箭 离 地 球 表面 的 
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高 度 依赖 于 更 多 的 变量 : 火 第 向 上 的 推力 、 地 球 的 引力 , 另外 由 于 火箭 
的 燃料 不 断 减少 , 火箭 的 质量 也 在 不 断 变化 , 这 些 因素 都 会 对 火箭 升 空 
产生 影响 . 总 之 , 这 种 例子 在 科学 技术 与 日 常生 活 中 比比 皆 是 . 
有 了 前 面 的 准备 , 现在 我 们 可 以 很 自然 地 引入 n 元 函数 的 概念 . 
定义 13.2.1 “对 于 给 定 的 集合 EC R", 如 果 存 在 某 种 对 应 法 则 
f, 使 得 对 于 已 中 每 一 个 点 = = (z1, 22,… ,zn), 在 及 中 存在 唯一 的 数 
4 与 之 对 应 , 则 称 /为 从 五 到 及 的 一 个 m 元 函数 (简称 函数 ), 记 做 


f:E2R, zou= jz)= zz Zn)， 


其 中 wu 称 为 函数 f 在 点 = 处 的 值 , 已 称 为 函数 的 定义 域 , 数 集 
{f(z) : 2 EB} CR 称 为 函数 f 的 值 域 . 

当 n > 2 时 , n 元 函数 统称 为 多 元 函数 .如 同一 元 函数 , 我 们 通 
常用 以 = f(z)(z e EE) 来 记 一 个 多 元 函数 .倘若 需要 , 我 们 还 可 以 用 
g(Z),h(z) 等 表示 不 同 的 函数 . 

显然 , 当 n = 1 时 , n 元 函数 的 定义 与 我 们 原来 一 元 函数 的 定 
义 一 致 . 今后 , 当 n = 1 时 , 我 们 通常 用 y = f(z) 来 表示 一 个 一 元 
函数 ; 当 n = 2 时 , 用 z = f(z,y) 来 表示 一 个 二 元 函数 ; 当 n = 3 
时 , 用 w = f(z,y,z) 来 表示 一 个 三 元 函数 .对 于 一 个 二 元 函数 z = 
f(z,y)((z,y) e 如, 当 它 具有 较 好 的 性 质 时 , 我 们 可 以 用 三 维 空间 的 一 
块 曲面 来 表示 它 的 图 像 {(z,y, f(z,9)) : (z,y) < B} ( 见 图 13.2.1). 

例 13.2.1 在 RR3 中 ,以 (0,0,0) 为 心 的 单位 球面 可 以 由 方程 


2z2 十 妃 + 好 =1 


表示 , 因此 z = VI 二 到 二 多 是 定义 在 R? 中 以 (0,0) 为 心 的 闭 单位 圆 
盘 亏 = {(z,9) :2 十 她 <1} 上 的 一 个 函数 , 它 的 图 像 是 该 单位 球面 的 
上 半 部 分 . 同 理 , z = -VI 二 到 二 好 也 是 定义 在 闭 单位 圆 盘 A 上 的 
一 个 函数 , 它 的 图 像 是 该 单位 球面 的 下 半 部 分 . 

设 v= f(z)(z Ee BCR") 是 一 个 函数 , 若 f(E) 是 玉 中 的 有 界 集 ， 
则 我 们 称 函数 f 在 E 中 是 有 界 的 . 自然 地 , 我 们 还 可 以 定义 f(z) 在 
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召 中 的 上 界 、 下 界 以 及 上 、 下 确 界 等 . 请 读者 对 一 个 二 元 函数 来 描述 
上 述 概念 的 几何 意义 . 


图 13.2.1 


13.2.2 ”多 元 函数 的 极限 


我 们 已 经 知道 R" 中 点 列 收敛 的 定义 , 很 自然 地 有 以 下 定义 . 

定义 13.2.2” 设 f(z) 是 定义 在 集合 EC R" 上 的 函数 , zo = (z9， 
79,… ,7T0) e EB'， 车 存在 4 e 了 R, 使 得 对 于 Ye > 0, 356 > 0, 当 z = 
(ziyz2……,zn) eolzo,b)n 巨 时 , 即 0<lz-zol<5 且 ze 妃 时 ,有 


If(z)— Al <&, 
则 称 4 为 当 z (在 巨 中 ) 趋 于 zo 时 f(z) 的 极限 , 记 为 
m f(z)=A 


i 
五 Sm 一 mo 


或 
f(z1,72,.** ,Tn) = A. 


lim 
E3(z1,72, ,Tn)— (T9790 ,209) 
在 上 述 记号 中 , 车 zo 的 某 个 空心 邻 域 Uo(zo, 5o) CB, 则 在 极限 
的 下 标 中 不 再 注 明 ze 古 . 
值得 注意 的 是 , 上 述 多 元 函数 极限 的 定义 可 以 适用 于 非常 广泛 的 
函数 类 .读者 不 难 验证 , 对 于 一 元 函数 y = f(z)(z e [ao, 吕 , 上 述 定义 
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实际 上 给 出 了 自 变量 z 趋 于 zo € (a,b) 时 的 极限 以 及 趋 于 a 或 5b 时 
的 单 侧 极限 的 统一 定义 . 不 仅 如 此 , 上 述 极限 也 不 要 求 函 数 在 一 个 区 间 
上 处 处 有 定义 , 它 的 定义 域 可 以 是 很 广泛 的 集合 . 对 于 多 元 函数 , 上 述 
定义 则 更 为 广泛 , 因为 这 时 函数 的 定义 域 有 可 能 更 加 复杂 . 

对 于 上 述 定义 的 多 元 函数 的 极限 , 同样 具有 许多 类 似 于 一 元 函数 
极限 的 性 质 . 例如 , 一 个 多 元 函数 的 极限 若 存在 则 必定 唯一 , 此 时 函数 
必定 局 部 有 界 ; 若 定义 域 相同 的 两 个 多 元 函数 在 某 点 处 的 极限 都 存在 ， 
则 它们 四 则 运算 相应 的 极限 定理 必 成 立 . 我 们 还 可 以 引入 无 穷 小 量 及 
无 穷 大 量 的 概念 . 读者 甚至 可 以 就 自 变量 趋 于 oo 以 及 函数 趋 于 oo 等 
各 种 情形 进行 讨论 . 由 于 这 些 结果 及 其 证 明 与 一 元 函数 的 情形 其 为 相 
似 , 在 此 不 再 歼 述 了 . 

类 似 于 一 元 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 , 读者 容易 证 明 以 下 结论 . 

定理 13.2.1 设 f(z) 是 定义 在 E c R" 上 的 函数 , zo e B', 则 
mim。 fj(z) = 4 (可 以 是 co) 的 充分 必要 条 件 是 : 对 BEN\{fzo} 中 任 一 


满足 im mk = zo 的 点 列 {zk}, 有 jim je) = A. 


1 函数 极限 的 定义 知 , 当 一 个 函数 f(z) 在 ro e E' 存在 极限 时 ， 
由 于 R" 中 点 = 趋向 zo 的 方式 非常 复杂 , 因此 该 极限 过 程 蕴 含 着 许 
多 信息 . 反之 , 若 = 以 某 种 特殊 的 方式 (如 沿 曲线 、 点 列 等 ) 趋 于 zo 
时 , f(z) 的 极限 不 存在 , 则 极限 im。 f(z) 必 不 存在 . 


例 13.2.2。 求 极限 ，tim 2 四 二 四 
(ea)—(0,0) 72 十 和 
解 ”注意 到 
tan(z3 + ~ TI +, (zy) 一 (0,0), 
由 于 
[z+y|= | + yr + -zy < 3lz + Ye + oe), 
因此 对 于 v(z,y) 关 (0,0), 有 
Z3 十 13 


3 
京王 克 < 了 lz 十 外 
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由 于 lim 十 外 = 0, 从 而 有 


(zy)—(0,0) 2 
tan(z3 + 3) T+ 号 
(zy)—(0,0)| 2Z2 十 22 (za 一 (0.0) | 22 十 92 
从 上 式 我 们 推出 


tan(z3 十 %3) 
(zs)—(0,0) 22 + 加 


例 13.2.3 设 函 数 f(z,y) = 
f(z,y) 是 否 存在 极限 ? 
解法 1 取 点 列 {0.2)} 则 有 


训 7 试问: 当 (z, 切 一 (0,0) 时 ， 


1 
nT (, 加 二 


再 取 点 列 {£2)} 我 们 有 


因此 当 (zx,y) 趋 于 (0,0) 时 , f(z,y) 不 存在 极限 . 
解法 2 取 y=kz(keR), 则 当 z 一 0 时 ,有 wy 一 0. 由 于 
kz? k 
lim f(x, kz) = lim 在 二 二 到 = THR 
这 说 明 自 变量 (z,y) 沿 射线 y = kz 趋 于 (0,0) 时 , f(z,y) 的 极限 依赖 


于 射线 的 选取 ， 从 而 极限 ， smo fC) 必 不 存在 . 


解法 3 在 Ozy 平面 上 取 极 从 村 
人 一 7 cosb， 


y=7singb, 


22 第 十 三 章 多 元 函数 的 极限 和 连续 


其 中 r e (0,+eo),g € [0,27), 则 f(z,y) 在 极 坐 标 下 为 f(x,y) = 
sin26. 由 于 (z,y) 一 (0,0) 时 必 有 7+ 一 0+0, 而 3 sin20 与 无 


关 但 又 不 是 常数 函数 ， 从 而 极限 ， “bn f(z,y) 让 


例 13.2.4” 设 函数 f(z,y) = , 讨论 ci af) 是 
否 存在 . 


解 如果 取 y = kz(k e R), 则 当 (z, 妇 沿 该 射线 趋 于 (0,0) 时 ， 
有 


lim f(z, kz) = li 2 
fk) 
如 果 取 y = z?, 则 当 (z,y) 沿 该 抛物 线 趋 于 (0,0) 时 , 有 


lim flz, 区 2) lin 
这 说 明 ms of 不 存在 . 
此 例 说 明 , 一 个 函数 沿 任何 射线 的 极限 都 存在 且 相 等 也 不 足以 保 
证 该 函数 的 极限 存在 . 
例 13.2.5 ” 设 函 数 
f(2) = f(z,y,2) = [sin1— sin(z? +Y + 2) nll ~ (22 + + 22)]. 
记 互 = {z= (z,y,z):|z| < 1} 并 设 zo es 8E, 求 极限 im f(z). 


解 ” 显 然 f 的 定义 域 为 E. 当 EE3 23 一 zo 时 ,t= 十 人 二 22 一 
1 一 0, 因此 


lim f(z)= ,dim olsin1 —sint)lin(1 ~t) = 0. 
E32—%0 


a (如 用 洛 必 达 法 则 ) 
13.2.3” 累 次 极限 


设 f(z) = f(z1,z2,… ,zn) 在 zo e Rm 的 邻 域内 有 定义 , 现在 继 
续 考虑 = 趋 于 zo 时 极限 行为 的 方式 . 当 zx 趋 于 zo 时 具有 许多 种 方 
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式 , 且 z 沿 着 某 些 特殊 方式 趋 于 zo 时 具有 特别 的 意义 . 在 以 后 的 章节 
中 我 们 常常 会 遇 到 以 下 形式 的 累 次 极限 . 我 们 以 一 个 二 元 函数 的 情形 
为 例 来 讲述 这 种 极限 , 对 n(n > 3) 元 函数 的 情形 是 类 似 的 , 只 是 形式 
复杂 而 已 . 

定义 13.2.3” 设 函数 z = f(z,y) 在 Ec R? 上 有 定义 , 且 邻 域 
No((zo,yo),6o) C BE(5o > 0). 车 在 No((zo,yo),5o) 内 , 对 每 个 固定 的 
y # Yo; lim f(z,y) = p(y) 存在 , 并 且 in, yp(y) = A (4 为 常数 ), 则 称 
4 为 f(z， 共 当 当 (z,y) 趋 于 (zo, yo) 时 先 了 后 4 的 累 次 极限 , 记 为 

A= lim lim f(z,y). 


3 一 yo z 一 Z0 


类 似 地 , 我 们 可 以 定义 先 y 后 z 的 累 次 极限 im lim f(z,y). 


从 定义 13.2.3 可 以 看 出 , 一 个 二 元 函数 在 (z0,yo) 处 的 累 次 极限 
存在 与 否 与 函数 在 直线 > = zo 与 y = 如 上 的 值 无 关 . 因此 容易 举 出 
例子 来 说 明 一 个 函数 的 两 个 累 次 极限 都 存在 , 但 有 可 能 极限 却 不 存在 . 
例如 , 设 函 数 


_f0, zy= 0, 
/ey = {7 A 
则 有 lim ling f(z,y) = lm lm f(z,Y) 二 1, 而 (esl oo oY) 却 不 
存在 . 
另外 , 当 函 数 的 极限 存在 时 , 人 们 很 自然 地 会 猜测 累 次 极限 必定 存 
在 且 等 于 函数 的 极限 . 对 于 该 猜测 , 我 们 的 答案 是 否定 的 . 例如 , 设 
re | (z+ Wsin Lsin 了 TV 天 0， 
0, y=0. 
由 于 对 于 v(z,y) e R?, 有 |f(z,g < |z| + yl, 因此 


f(z,y) = 


lim 
(z,y)—*(0,0) 


注意 到 对 每 个 = 六 0, 直 (为 整数 ), 极限 lim f(z,y) 不 存在 ; 而 对 每 个 
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y 关 0, 志 (为 整数 ), 极限 lim ftz,g 也 不 存在 . 因此 无 法 讨论 (2 
趋 于 (0,0) 时 的 累 次 极限 , 所 以 f(z,y) 的 两 个 累 次 极限 都 不 存在 . 

考查 以 上 例子 , 其 累 次 极限 不 存在 的 本 质 是 存在 任意 小 的 x 大 0， 
极限 lim f(z,y) 不 存在 . 车 假定 后 者 处 处 存在 , 则 可 以 证 明 人 们 的 猜 
测 是 正确 的 . 

定理 13.2.2 ” 设 函 数 f(z,y) 在 No((zo,yo),60)(60 > 0) 上 有 定 
义 , 并 且 满 足 : 

(1) 34 (可 以 是 o0), 使 得 lim f(z,y)= 4; 


(z,9)—(z0,y0) 
(2) 对 于 Uo(yo, 60) 内 任意 固定 的 y 了 yo, 极限 lim f(z,y) = p(y) 
存在 ， 
则 有 
证 p(y) = nn f(z,y) = A. 
证 明 ”我 们 只 证 4 关 ce 的 情形 . 
由 ) 吾 JJ = 4 可 知 , 对 于 Ve > 0,35(0< 6 < 5o), 当 
(z,y) s No((zo,yo),5) 时 , 有 
If(z,y) — Al < 3- (13.2.1) 
对 任意 的 y yo, 当 (z,y) < N((zo,yo),6) 时 , 由 于 lim f(z,y) = p(y) 
存在 , 因此 可 在 式 (13.2.1) 中 令 x 一 zo, 从 而 当 0 < ly 一 yo| <5 时 ,有 
lp(W) -Al<3<e, 
即 lim y(y) = 4. 证 毕 . 
2 一 yo 
13.2.4 向量 函 数 的 定义 与 极限 
设 4,B 为 任意 两 个 非 空 集合 (不 一 定 是 数 集 ), 若 对 4 中 每 个 元 
素 a, 根据 对 应 法 则 f, 在 B 中 有 唯一 一 个 元 素 b 与 之 对 应 , 则 称 f 是 
4 到 B 的 一 个 映射 ,b 称 为 a 在 映射 了 下 的 像 , 记 为 


f:4—=B, amb= f(a). 
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类 似 于 函数 的 有 关 定 义 , 我 们 可 以 给 出 一 个 映射 的 定义 域 、 值 域 
等 概念 ， 同 样 , 对 于 映射 我 们 可 以 引进 单 射 、 满 射 以 及 一 一 对 应 等 概 
念 . 利用 映射 的 概念 , 容易 给 出 向 量 函 数 的 定义 . 

定义 13.2.4 设 已 CR", 若 了 是 已 到 Rm(m > 1) 的 一 个 映射 ， 
则 称 f 是 马上 的 一 个 m 维 (n 元 ) 向 量 函 数 (简称 向 量 函 数 ), 记 为 
w= f(2),r eb. 

设 互 CR", 显然 , 一 个 已 一 及 的 向 量 函 数 即 是 前 面 我 们 讨论 的 no 
元 函数 . 对 于 上 述 定义 的 m 维 向 量 函 数 , 记 z = (zt 22,… ,Yn) € 已 
= (uaua mn) = (zz Tn) E RR™, 则 了 (zx) 的 每 个 分 量 必 
都 是 巨 上 的 一 个 nn 元 函数 , 即 对 于 j=1,2,…,m, 有 j= fj(z) (ze 
五 ). 因此 w = f(z) : EE 一 Rm 为 一 个 向 量 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 m 个 定义 在 EE 上 的 nn 元 函数 fj(z)(j = 1,2,… ,m), 使 得 

f(z) = (fi(2), f2(2), ,fm (1)). 

自然 地 , 若 f(E) 是 Rw 的 有 界 集 , 则 称 f(z) 在 E 是 有 界 的 . 

例如 , 平面 R? 中 子 集 EE={(7,9):0<r<+o0,0<0<2r} 到 
及 2 上 的 极 坐标 变换 f(7,0) = (zx,y) = (rcos9,7sin9) 是 一 个 二 维 (二 
元 ) 向 量 函数 作为 映射 , 容易 看 出 它 是 E\{(0,9) : 0 < 0 < 2r} 到 
R2\{(0,0)} 的 一 一 对 应 . 在 (0,0) 处 它 不 是 单 射 . 事实 上 , 对 于 v9(0 < 
9 < 27), 我 们 有 f(0,9) = (0,0). 

定义 13.2.5 设 EcCR",zoEE’, f(z)=(fi(2), fo(2),.… ,fm(z)) 
是 定义 在 EE 上 的 一 个 m 维 向 量 函 数 . 若 对 于 Vj (1 < j < m), 有 


= 


其 中 4j ERG = 1,2,… ,m), 则 称 f(z) 当 z (在 已 中 ) 趋 于 zo 时 的 
极限 为 (41, A2,… , 4), 记 为 


im fn) = (A1, 42，… ,4m). 


若 3j0 和 加 和 mdim。 fio(z) 不 存在 , 则 称 f(z) 当 = (在 已 中 ) 
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趋 于 zo 时 极限 不 存在 . 
例 13.2.6 ” 设 向 量 函数 f(7,0)=(7 cos9,7sin0), 其 中 re(0,+oo)， 
be [0,27), 再 设 ro > 0, 求 极限 i 0) (7,9) 和 wn sf 0). 


解 ”由 定义 13.2.5 我 们 有 


lim TO lim rcosb,rsinb 70,0 
(7,0) mo) f( 人 性 (r,6) 一 (ro oo )= (ro,0) 
和 
lim 7,0) = lim Tcosbrsinb 7o,0). 
(r'9) 一 (ro,2m) fl",0) = ro ,2 六 ) = (ro,0) 
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13.3.1 ”多 元 连续 函数 


与 一 元 函数 类 似 , 我 们 可 以 引进 多 元 函数 连续 性 的 相关 概念 . 

定义 13.3.1 ” 设 函 数 v= f(z) 在 一 CR" 上 有 定义 , zo € EE. 若 
zo 是 E 的 孤立 点 或 当 zo e E' 时 有 im f(z) = f(zo), 则 称 f(x) 
在 zo 处 连续 . 若 f(z) 在 EE 中 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 f(z) 在 记 上 连 
续 . 车， Jim。 f(z) 不 存在 , 或 存在 但 不 等 于 f(z0), 则 称 f(z) 在 zo 


当 zo 是 E 的 我 们 自然 地 认为 f(z) 在 zo 处 连 
续 . 当 zo 是 互 的 内 点 时 , f(z) 在 zo 处 的 连续 性 是 我 们 在 一 元 函数 里 
通常 见 到 的 情形 , 但 是 以 上 定义 还 包括 了 非常 广泛 的 情形 , 例如 一 元 函 
数 在 闭 区 间 的 连续 的 定义 等 . 读者 可 以 容易 将 一 元 连续 函数 的 一 些 局 
部 性 质 ( 即 局 部 有 界 、 保 号 等 ) 以 及 和 、 差 、 积 、 商 等 结果 平行 推广 到 
多 元 连续 函数 的 情形 . 


7ZVy 天 0， 


ry=0 


+ 
例 13.3.1 ”讨论 函数 f(z,;) = 人 在 R? 中 的 
0， 
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解 ” 显 然 当 (zo,yo) e R? 且 xoyo 关 0 时 , f(z,y) 在 (zo,yo) 处 连 
续 . 由 于 对 于 Vy e (-oo,+co)\{0}, 有 < |zl, 注意 到 当 y = 0 
时 , 有 f(x,0) = 0, 于 是 对 于 VY yo es (-co,+oo), 有 


1 下 
ZSin 一 
2 


f(x,y) =0= f(0, yo). 


lim 
(zy) = (0,y0) 
这 说 明 f(z,y) 在 y 轴 上 连续 . 
当 zo 关 0 时 , 由 于 


1 
lim T0,Yy) = lim T0Sin 一 
人 


不 存在 , 所 以 Gs RAG) 也 不 存在 , 因此 f(z,y) 在 R? 中 的 间 


断 点 集 是 正 负 实 轴 构 成 的 集合 , 即 { (zx,y) : x #0,y = 0}. 
13.3.2 ”多 元 连续 向 量 函 数 
对 于 多 元 向 量 函数 , 我 们 自然 地 引进 下 述 定义 . 
定义 13.3.2 设 f(z)= (f(z), 有 p(X),… ,fm(7z)) 是 EcR" 到 


Rm 的 一 个 mm 维 向 量 函 数 , 并 设 zo & EE. 车 zo 是 互 的 孤立 点 或 当 
zo EE' 时 有 


lim f(z)= Jim f(z),_ lim f(x),:…, lim 。 fn( (2)) 


五 3m 一 20 (s 一 0 巨 3z 一 z0 E32— 


=(f1(z0), f(z20),*…: , fm(20)) = f(zo), 


则 称 f(z) 在 zo 处 连续 . 若 f(z) 在 已 中 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 f(z) 
在 已 上 连续 . 若 存在 jol1 < jo < m),fjo(z) 在 ze 处 不 连续 , 则 称 F(z) 
在 zo 处 不 连续 , 并 称 xo 是 f(z) 的 间断 点 . 

由 定义 可 知 , f(z) 在 zo 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 的 每 个 分 量 
函数 fj(z)(j = 1,2,… ,m) 都 在 zo 处 连续 . 容易 验证 , 对 于 定义 域 相 
同 的 两 个 多 元 连续 向 量 函数 , 它们 的 和 、 差 以 及 数 乘 还 是 多 元 连续 向 
量 函 数 . 
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下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 经 常用 到 的 多 元 复合 向 量 函数 的 连续 性 
定理 . 

定理 13.3.1 设 巨 CR", 向 量 函数 y= 了 f(z)=(f1(z), f2(2),…， 
fm(z)) 在 已 上 连续 , g(y) = (g1(y),g2(y),… ,gi(Y)) 在 f(E)cR" 上 
连续 , 则 


g(f (2)) = (gi(f1(z), fa(2), ,fin(1)), 92(f1 (2), PP(z) ,fm(7)), 
gfi(z), fo(z),* ,fm(z))) 


在 妃 上 连续 . 
例 13.3.2 ” 设 函 数 
Rt { V1i—z2~— yn(l— 7 —y), 人 < 
0, z+y =1, 
讨论 f(z,y) 的 连续 性 . 

解 记 A = {zg) :二 十 访 < 1}, 则 f(z,y) 的 定义 域 是 A. 
任 取 (zo,yo) e 4, 容易 看 出 1 ~- z? - 妇 在 (xo,yo) 处 连续 且 值 大 
于 零 ， 从 而 由 复合 函数 的 连续 性 知 V1i 一 22 一 J 及 In(1 -22 一 y) 
在 (zo,yo) 处 连续 . 所 以 f(z,y) 在 (zo,yo) 处 连续 . 当 (zo,yo) < 94 
且 4 3 (z,y) 一 (zo,yo) 时 , 我 位 有 上 = z+ 一 1 一 0， 由 于 
limo Vi-tn(l 一 +t) =0, 所 以 
Viz yn(l— zy)=0= f(z0,%). 


lim 
A3(T,y) = (ro0,y0) 


另外 , 我 们 显然 有 


lim 1,Yy) =0= f(ro, Yo), 
Sas PA! y) f(zo, yo) 


从 而 有 


lim f(z,y) = 0= f(zo, yo). 
A3(z,y) 一 (rzo,yo) 


这 说 明 f(z,y) 在 4 上 连续 . 
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13.3.3 ”集合 的 连通 性 
设 D= [a,8] CR(a < 6B), 我们 通常 称 D 上 的 一 个 n 维 连续 函数 
h(t) = (x1(t), z2(t), + , Tn(t)) 


为 R" 中 的 一 条 连续 曲线 (简称 曲线 ). 当 mn” = 1,2,3 时 , 连续 曲线 具有 
鲜明 的 几何 意义 . 一 条 连续 曲线 也 称 为 R" 中 的 一 条 道路 (或 路 径 ). 

定义 13.3.3” 设 CR" 是 一 个 非 空 集 合 , 若 对 于 Ym,y e 已， 
都 存在 一 条 道路 h(t) :te [la,B, 使 得 h(a) = Zz,h(8) = y, 且 对 于 
vi e [a, 8B], 有 h(t) < 五 , 则 称 是 道路 连通 的 . 

注 ”对 于 一 般 集合 的 连通 性 在 后 续 课 程 中 有 更 为 广泛 的 定义 与 
讨论 . 但 在 本 书 中 , 我 们 提 到 的 连通 性 则 是 指 上 述 定义 中 的 道路 连通 . 
今后 , 我 们 将 省 略 “ 道 路 ” 两 字 , 仅仅 说 一 个 集合 是 否 是 连通 的 . 

在 及 中 , 一 个 集合 忆 连通 的 充分 必要 条 件 是 EE 是 一 个 区 间 . 在 
RR? 或 R3 中 , 若 一 个 集合 妃 是 连通 的 , 则 它 的 形式 可 以 多 种 多 样 . 特 
别 地 , 若 妃 是 连通 的 开 集 , 则 直观 地 看 EE 只 能 由 “一 块 ” 组 成 . 

车 巨 cR" 是 一 个 连通 的 开 集 , 则 称 妃 为 一 个 区 域 . 一 般 用 D, 2 
等 来 表示 区 域 . 设 D 是 一 个 区 域 , 称 DU6D 是 一 个 闭 区 域 . 今后 我 们 
也 经 常用 D, 0 等 来 表示 一 个 闭 区 域 . 例如 , 以 原点 为 心 , 1 为 半径 的 单 
位 圆 盘 4 = {(z,y) :2 十 妨 < 1} 与 R?\ 4 都 是 区 域 . 在 今后 的 学 习 
中 , 我 们 遇 到 比较 多 的 是 R? 和 Rs 中 的 区 域 . 一 般 来 说 , 在 微 积分 课 
程 中 , 我 们 在 R? 中 遇 到 的 有 界 区 域 一 般 是 由 有 限 多 条 分 段 光滑 曲线 
所 围 的 区 域 . 如 图 13.3.1 所 示 的 区 域 D, 它 是 由 K + 1 条 封闭 曲线 所 
围 成 的 有 界 区 域 . 而 在 R3 中 , 我 们 则 主要 考虑 由 若干 块 曲面 所 围 的 区 
域 . 例如 , 单位 球面 2? 十 记 十 z? = 1 的 内 部 位 于 Oxy 平面 上 方 的 部 分 
就 是 一 个 区 域 , 它 由 单位 球面 的 上 半 部 分 与 Oxy 平面 所 围 成 . 

区 域 在 多 元 微 积分 中 所 起 的 作用 与 开 区 间 在 一 元 微 积 分 中 所 起 的 
作用 相似 , 而 闭 区 域 在 多 元 微 积分 中 所 起 的 作用 与 闭 区 间 在 一 元 微 积 
分 中 所 起 的 作用 相似 . 
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图 13.3.1 


今后 我 们 还 会 遇 到 凸 域 的 概念 . 设 D c R" 是 一 个 区 域 , 若 对 于 
VYzyeD 有 如 +(1-tbyeDlieioH), 即 连接 z 与 y 的 线段 在 D 
内 , 则 称 为 凸 域 . 

13.3.4 ”连续 函数 的 性 质 


在 本 小 节 中 , 我 们 将 闭 区 间 上 一 元 连续 函数 的 性 质 推广 到 多 元 (或 
向 量 ) 函数 的 情形 . 将 一 个 已 知 数学 定理 作 推广 , 考查 该 定理 的 证 明 过 
程 非常 重要 . 例如 , 对 于 有 界 闭 区 间 上 的 一 元 连续 函数 必 有 界 并 取 到 最 
大 、 最 小 值 这 一 定理 , 如 果 利 用 有 界 序列 存在 收敛 子 列 这 一 结论 来 证 
的 话 , 则 只 要 求 该 闭 区 间 是 紧 集 即 可 . 而 用 类 似 的 论证 方法 很 容易 就 可 
以 证 明 高 维 情形 的 相应 结果 . 

定理 13.3.2 ” 设 巨 CR" 为 一 个 紧 集 , 向 量 函数 


w= f(z) = (f1(2), fo(2),.…: ,fm(7)) 
在 EB 上 连续 , 则 f(E) 是 Rm 中 的 紧 集 . 
证 明 ”首先 我 们 证 明 f(E) 是 有 和 界 集合 . 倘若 结论 不 真 , 则 存在 
忆 中 的 点 列 {zk}, 使 得 im |f (zn)| = +oo0. 由 五 的 紧 性 , 存在 {xz} 
的 子 序列 {zu》, 使 得 Pm zh = zo EE. 再 由 f(z) 在 已 上 的 连续 性 
知 jiam f(zws) = 7(zo). 此 矛盾 证 明了 f(B) 的 有 界 性 . 
再 证 明 f(B) 是 闭 集 . 设 wo 是 f(E) 的 一 个 聚 点 , 我 们 要 证 wo < 
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f(E). 由 于 wo 是 f(E) 的 聚 点 , 从 而 存在 {fz4} C ,使 得 im f(zh) = 
uo. 再 由 已 是 紧 集 知 , {z} 必 存 在 收敛 子 列 {z4}. 设 Jim 2, = wh 
则 有 x5 e 五 . 最 后 由 f(z) 在 zl 处 连续 , 有 

wo= lim f(z4,) = f(z0) € fF(E). 


由 于 对 及 中 的 紧 集 已 必 有 supE = maxE 和 infE=minE, 从 
定理 13.3.2 我 们 可 以 推出 下 面 的 结论 . 

推论 ” 设 CR" 为 一 个 紧 集 , 函数 f(z) 在 巨 上 连续 , 则 

(1) f(z) 在 已 上 有 界 ; 

(2) f(x) 在 EE 上 取 到 最 大 、 最 小 值 . 

一 个 区 间 上 的 一 元 连续 函数 具有 介 值 性 质 . 这 一 性 质 成 立 的 充分 
必要 条 件 是 该 函数 的 值 域 是 一 个 区 间 , 而 这 正 是 连通 集合 的 特征 . 对 
于 多 元 向 量 函 数 ， 我 们 有 以 下 定理 . 

定理 13.3.3 ” 设 巨 < R"” 是 连通 集 , 向 量 函数 f(z) = (f(z)， 
户 (z)…… , 记 (z)) 在 已 上 连续 , 则 f(E) 是 Rm 中 的 连通 集 . 

证 明 设 ui,uwoz e f(E) C Rm, 则 3 zi,z2 e 五 , 使 得 


w= f(r;) (j= 1,2). 
由 殖 是 连通 的 , 存在 连接 z1,z2 的 道路 h(t) = (z1(t),z2(t),… ,z(t)) 
(es [0,1]), 即 对 于 Vie [0,1], 有 h(t) € E, 且 h(0) = zi,h(1) = zz2. 容 
易 看 出 
F (h(t)) = (ica(b,za( zn)), fa(z1 (0), 22(0), yzn(D)， 
(zz 人 ,Tn(t))) 


是 f(E) 中 连接 wa,us 的 一 条 道路 . 这 说 明 7( 已 ) 是 Rm 中 的 连通 集 . 
证 毕 . 
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推论 ” 设 忆 CR" 是 连通 集 , 函数 vv = f(z) 在 已 上 连续 , 再 设 
ua € f(B), 且 < wz, 则 对 于 Yc e (wuaz), 存在 & & EE, 使 得 


f(é) = < 


证 明 取 zi,z2 € E, 使 得 wi = f(z1),wu2 = f(z2), 并 任 取 已 中 
的 道路 h(t)(0 < t < 1) 连接 z1, zx2, 则 f(h(t)) 是 [0, 1] 上 的 连续 函数 . 
由 定理 13.3.1 (或 一 元 连续 函数 的 介 值 定理 ) 知 , 存在 7 e (0,1), 使 得 
f(h(m)) =c 记 &=h(m)e EB, 即 得 f(&) =c. 证 毕 . 

在 上 述 推论 中 , 当 已 是 R"(n > 2) 的 一 个 区 域 时 , 满足 f(€) = c 
的 集合 {€ e 已 : f(&) = c} 一 般 有 无 穷 多 个 点 . 这 是 因为 B 中 连接 两 
点 可 以 有 无 穷 多 条 道路 并 且 任 两 条 道路 仅仅 只 在 端点 重合 . 

设 f(z)(z & ECR") 是 一 个 nn 元 函数 , 如 果 对 于 ve > 0,36 > 0， 
当 z' ,xz”EEB 且 |z'-z"|<565 时 ,有 


lf(2") — f(z")| < 6, 


则 称 f(z) 在 E 上 一 致 连续 . 设 f(z) = (f(z), f(z),… ,fn(z))(z < 
EC R") 是 一 个 m 维 向 量 函 数 , 如 果 对 于 Vj(1 < j < m), fj(z) 在 巨 
上 一 致 连续 , 则 称 f(z) 在 EB 上 一 致 连续 . 

定理 13.3.4 ” 设 忆 CR" 是 紧 集 , 若 向 量 函数 f(z) 在 玉 上 连续 ， 
则 f(z) 在 一致 连续 . 

定理 13.3.4 的 证 明 与 有 界 闭 区 间 上 的 一 元 连续 函数 的 情形 类 似 ， 
请 读者 自 证 . 

例 13.3.3 ” 设 函 数 f(z,y) = sin zy, 证 明 : f(x,y) 在 R? 中 的 任 
何 紧 集 上 是 一 致 连续 的 , 但 它 在 R? 中 不 是 一 致 连续 的 . 

证 明 ”显然 f(z,y) = sin zy 在 R? 内 处 处 连续 , 由 定理 13.3.4 知 
f(z,y) 在 R? 中 的 任何 紧 集 上 是 一 致 连续 的 . 

下 证 f(z,y) 在 R? 中 不 一 致 连续 . 事实 上 , 对 = 1,2,…, 令 


2 一 (ni) 和 zy = (站 ), 则 
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1 
i z= lim 二 一 
Jim Iz% — zk| im 0. 


大 
但 对 于 vke N, 我 们 有 


1 2 i 
| (ni) -1 (m2)| =|sinl— sin2| #0. 


这 就 证 明了 f(z,y) 在 R? 中 不 一 致 连续 . 
13.3.5” 同 胚 映射 


设 忆 CR",y = 了 (Zz) = (及 (z),f2(z2),… ,fm(z)) 是 定义 在 上 
的 一 个 向 量 函 数 . 作为 映射 , 若 f(z) : 一 f(E) 是 一 个 一 一 对 应 , 则 
存在 逆 映 射 z = f(y) : f(E) 一 已 如 果 f(z) 在 E 上 连续 以 及 
了 (vy) 在 f(B) 上 连续 , 则 称 y = f(z) 是 忆 一 了 (E) 的 同 胚 映 射 ( 简 
称 同 胚 ). 同 胚 映射 f(z) 也 称 为 E 到 f(E) 的 变换 , 它 的 逆 映 射 也 称 

例 13.3.4 证 明 : 不 存在 及 到 R? 的 同 胚 映射 . 

证 明 “用 反 证 法 .倘若 存在 及 到 R? 的 同 胚 映射 y = f(z). 取 
互 = R\{0}, 则 是 R 中 的 不 连通 集 . 令 R2\{f(0)} = f(E), 则 f(E) 
在 R? 中 仍然 是 连通 集 . 由 于 f(y) 在 f(E) 上 连续 , 从 而 它 将 f(E) 
映 成 及 中 的 连通 集 , 但 f7(y) 将 f(E) 映 成 E. 此 矛盾 便 证 明了 我 们 
的 结论 . 

对 于 一 个 区 间 上 的 一 元 连续 函数 , 若 它 存 在 反 函 数 , 则 其 反 函 数 必 
定 连续 . 这 是 因为 在 一 元 函数 的 情形 , 我 们 涉及 的 函数 具有 单调 性 的 缘 
故 . 对 于 多 元 函数 , 则 上 述 结论 可 以 不 真 . 

事实 上 ,考虑 极 坐标 变换 (z,y) = f(r,0) = (rcos9,7sin9), 则 
f(r,9) 将 DD= {(7,0):0<r<+oo,0 < 9<2r} 连续 地 并 且 一 一 地 映 
成 8 = R2\{(0,0)}, 因此 它 的 逆 映 射 (7,9) = f-!(z,y) 存在 . 我们 可 
以 清楚 地 写 出 它 的 表达 式 : 


7 一 Vz2 十 92， 
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arctan (y/z) ， Z>0,y>0， 

T/2， r=0,y>0, 
0= 9 r+arctan(y/z), zz<0, 

37/2, 入 


2r + arctan(y/z)， 7z>0,y<0. 


从 几何 上 来 看 , 对 于 极 坐标 变换 了 : { = 人 来 说 , 例 13.2.6 
y=rsil 


告诉 我 们 , 若 取 定 ro > 0, 则 当 (7,9) 趋 于 (ro,0) 时 , 对 应 的 (z,y) 从 
第 一 象限 趋 于 (ro,0); 而 当 (7,9) 趋 于 (ro,2r) 时 , 对 应 的 (z,y) 从 第 
四 象限 趋 于 (ro,0). 这 说 明 当 (z,y) 一 (ro,0) 时 , (7,0) = f(z,y) 不 
存在 极限 , 即 f(z,y) 在 正 实 轴 上 处 处 不 连续 . 

从 上 述 的 例子 我 们 可 以 看 出 , 极 坐标 变换 的 定义 域 D 不 是 区 域 ， 
而 f(D) 是 一 个 区 域 . 车 取 D = {(7,9) :0<7<+o0,0<0<27}, 则 
f(D) = R2\{(z,y) :z>0,y = 0}, 即 f(D) 为 R? 中 挖 去 正 z 轴 与 原 
点 的 区 域 . 此 时 读者 不 难看 出 , f(7,9) 是 D 到 f(D) 的 变换 . 


习题 十 三 

1. 证 明 R” 中 两 点 间 的 距离 满足 三 角 不 等 式 : 对 于 vz,y 和 z e 
R", 成 立 |z 一 z| < |z 一 y+|y 一 zl. 

2. 车 im_ lzxl = 二 oo, 则 称 Rn" 中 的 点 列 {zk} 趋 于 oo. 现在 设 
点 列 {zk = (z*, 江 ,… ,2)} 趋 于 co, 试 判断 下 列 命题 是 否 正确 ; 

(1) 对 于 Yi (L<i 和 m), 序列 {zt} 趋 于 oo; 

(2) 3io(1 < io < n), 序列 {zk} 趋 于 oo. 

3. 求 下 列 集合 的 聚 点 集 : 

(1)E= {(421) ER :p,q EN 互 素 ， 且 q<p): 


(2) s-{(m(+¥) in) 2 
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{B= {(ree (tn Er) ram (em 57)) eR?:0<r< 路 

4. 求 下 列 集合 的 内 部 、 外 部 、 边 界 及 闭 包 : 

(1) E= {(z,y,2)€ Rs:z>0,y>0,z=1); 

(2) E={(z,y) ER?:z>0,7 + —27>1}. 

5. 设 {(zk,yk)} C R? 是 一 个 点 列 , 判断 如 下 命题 是 否 为 真 : 点 列 
{(zx,yk)} 在 R? 中 有 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 {zkyk} 在 R 中 有 聚 点 . 

6. 设 已 cR", 证 明 : 

() 五 = E° UOE; 

(2) E'=E. 

7. 设 {4\}xea 为 R" 的 一 族 集合 , 证 明 : 

(1) 当 4 为 有 限 指标 集 时 ,成 立 【j Asc Uj 到, 和 门 4 


和 EA 和 EA MEA Meh 


>5 
IN 
ie 
ED) 
= 
YY 


(2) 对 任意 的 指标 集 , 成 立 LU Ac( LU 全 ,站 人 < 门 五 
Mead AEA Med 和 E 人 4 

8. 设 CR", 证 明 : 

(1) E' 是 闭 集 (2) 9E 是 闭 集 . 

9. 设 ECR?, 记 El= {zeR:3(ry ee EE = {yeR: 
3(z,y) € B}, 判断 下 列 命题 是 否 为 真 (说 明理 由 ): 

(1) 互 为 R? 中 的 开 ( 闭 ) 集 时 , BE 和 Eo 均 为 R 中 的 开 ( 闭 ) 集 ; 

(2) Bl 和 Eo 均 为 R 中 的 开 ( 闭 ) 集 时 , EE 为 R? 中 的 开 ( 闭 ) 集 . 

10. 构造 R? 中 单位 圆 盘 4 = {(z,y) : 十 她 <1} 内 的 一 个 点 列 
{ (zk,yk)}, 使 得 它 的 点 构成 的 集合 的 聚 点 集 恰 为 单位 圆周 84. 

11. 设 忆 ,E2 C R" 为 两 个 非 空 集合 , 定义 i, B2 间 的 距离 如 下 : 


dB, Ba) = se cs, lz = 


(1) 举例 说 明 存 在 开 集 Ei, Ez, 使 得 BiNE = %, 但 d(Bi,E2) = 0; 
(2) 举例 说 明 存在 闭 集 1, Ez, 使 得 BNnE2 = %, 但 d(Ei, 2) = 0; 
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(3) 证 明 : 车 紧 集 轧 , Eo 满足 d(B1, B2) = 0, 则 必 有 Ei1n Eo #9. 
12. 设 已 c R" 是 紧 集 , BC R" 是 开 集 , 且 Fc E. 证 明 : 存在 开 
集 0, 使 得 FcOcOcE. 
13. 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 
(1) f(z,y,2)=In(y— 22 —2); (2) f(z,y,2)= Vr +y — 22; 
2 5 
(9) fl = Ea. 
14. 确定 下 列 函 数 极限 是 否 存在 , 若 存在 则 求 出 极限 : 
4 3 3 
(eli 一 一 其 中 已 = {(2,9) :9y > 2}; 
(2) 


lim zln(z? 十 22); 3 lim  (z2 + yy)e (ltyD); 
(2,y)—(0,0) ( 7 ) (3) (ds y) 


(4) 1 人 1 ) FE 
让 
l(too |z| + |yl 


序 w 
+ 
i ZYz 
5) 1 i 
名 (e105) So,0,0) (5 十 只 十 二 ) 


i 路 S : 0}; 
WO i ;其 中 EE = {(z,y,2) :zy,z > 0}; 
(7) Sin(Zyz) (8) 请 Sin Tyz 
(zy,2) (0,1,0) Z2 十 22 (zy,2)—(0,0,0) VT +Yy tz 
国 2 
(9) lim 一 1 . 


15. 试 给 出 三 元 函数 f(z,y,z) 累 次 极限 lim lim lim f(z,y,z) 的 
定义 ,并 构造 一 个 三 元 函数 f(z,y,z), 使 得 它 满足 :。 Jim f(z 
存在 , 但 lim lim lim f(z,y, 2) 不 存在 . 

16. 设 y= f(z) 在 mo(0,5o) < 中 有 定义 , 满足 lim f(z) = 0, 且 
对 于 Vz e Uo(0,60), 有 f(z) 关 0. 记忆 = {(z,y) :zy 关 0}, 证 明 : 


. f(T)f(y) _ 示 在 在 . 
名 oo Pj + 不 存在 ; 


习题 十 三 37 


O lm 7 人; 不 存在 


E3(zy) (0,0) fj4(Z) 十 92 

17. 试 构造 二 元 函数 f(z,y)((z,y) < R?), 使 得 对 有 = 1,2,… ,K， 
有 tin f(z,2*) =0, 但 lim ,f(z,y) 不 存在 

18. 设 函 数 f(z,y) 在 R? 内 除 直线 z = a 与 y=b 外 处 处 有 定义 ， 
并 且 满 足 : 

(a) lim f(z,y) = g(7) 存在 ; 

(b) lim f(z,y) = h(y) 一 致 存在 , 即 对 于 ve > 0, 36 > 0, 使 得 对 于 
Ya € {(7,9) :0<|z—al<6}, 有 |f(z,y) —h(y)| <e. 

证 明 : 存在 c e R, 使 得 有 


(1) lim lim f(z,y) = lim g(x) = ¢; 
Za ys za 


(2) Jim flr,9) = Him hy) = 6 
(3) gael f(T 二 c, 其 中 巨 = R2\{(z,y):z =a 或 y= 6b}. 
19. 设 函 数 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 函数 g(y) 在 [0,1] 上 有 唯一 的 第 
一 类 问 断 点 w 一 (gly) 在 0, 直 人} 上 连续 ). 试 求 函 数 P(e,y) = 


f(z)g(y) 在 [0,1] x [0,1] 上 的 全 体 间断 点 . 

20. 设 函 数 f(z,y) 在 D = [0,1] x [0,1] 上 有 定义 , 且 对 固定 的 z， 
f(z,y) 是 y 的 连续 函数 , 对 固定 的 y, f(z,y) 是 z 的 连续 函数 . 证 明 : 
车 f(z,y) 满足 下 列 条 件 之 一 : 

(1) 对 固定 的 z, f(z,y) 是 y 的 单调 上 升 函数 ; 

(2) 对 于 ve > 0,36 > 0, 使 得 当 ,yz € [0,1] 且 |yi 一 yz| < 6 时， 
|f(z,1) 一 f(z,y2)| << 对 于 Yz € [0,1] 成 立 ， 

则 f(z,y) 在 D 内 连续 . 

21. 设 巨 CR", 证 明 : 向 量 函 数 f(z) :EB 一 R™m 在 zo e 万 处 连 
续 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 在 U(f(zo),6)(6 > 0) 内 连续 的 函数 h(y)， 
h(f(z)) 在 zo 处 连续 . 
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22. 设 UC R" 是 一 个 非 空 开 集 , 证 明 : 向 量 函 数 了 :7 一 Rm 在 
U 内 连续 的 充分 必要 条 件 是 开 集 的 原 像 是 开 集 , 即 对 Rm 中 的 任意 开 
集 E, 广 !(B) 是 Rn 中 的 开 集 . 

23. 设 DC R? 是 一 个 有 界 区域 , z = f(z,y) 是 万 上 的 连续 函数 ， 
且 对 于 V(z,y) e D, 有 f(z,y) > 0. 再 设 z=g(z,y) 在 万 上 有 定义 , 且 
存在 (zo0, yo) E D, 使 得 g(xo, yo) > 0， 以 及 对 于 V(z,y) € D\{(zo, yo)}, 
有 f(z,y) = g(7z,y). 间 : 

(1) 当 g(zo,yo) 满足 什么 条 件 时 , {(z,y,z) : (z,y) e D,0 <z< 
g(z,y)} 是 R3 中 的 开 集 ? 

(2) 当 g(zo, wo) 满足 什么 条 件 时 , {(z,y,z) : (z,y) ED,0 < z< 
g(z,y)} 是 R3 中 的 闭 集 ? 

24. 设 一 = {(z,y) :xz EQ,yeQ}, 证明: 

(1) BB 是 可 数 集 ; (2) R? \ E 是 连通 集 . 

25. 设 函 数 f(z,y) 在 D = [0,1] xf0,1 上 连续 , 它 的 最 大 值 为 M， 
最 小 值 为 m. 证 明 : 对 于 vc e (m, M), 存在 无 限 多 个 (&,n) e D, 使 得 


f(&,n) =c. 

26. 设 A 是 nxn(n > 2) 非 退 化 矩阵 , 证 明 : 3A > 0, 对 于 Yz e 及"， 
有 14z| > Mz|( 这 里 = 为 列 向 量 ). 

27. 设 书 c R", 证 明 : 函数 f(z) = ef le 一 y| 在 R" 内 一 致 连续 . 

28. 证 明 : 函数 f(z,y) = Vy 在 闭 区 域 D = {(z,y) :zx >> 0,y > 0} 
上 不 一 致 连续 . 

29. 试用 有 限 覆 盖 定 理 与 聚 点 原理 分 别 证 明 R" 中 紧 集 上 的 连续 
函数 是 一 致 连续 的 . 

30. 证 明 : 函数 f(z) 在 U(0,1) c R" 内 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 
是 存在 7(0,1) 上 的 连续 函数 g(z), 使 得 在 V(0,1) 内 处 处 成 立 


g(z) = jz). 
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31. 设 忆 CR" 是 开 集 , D CE 称 为 的 一 个 分 支 , 车 D 是 区 域 ， 
并 且 对 任意 区 域 D' C E, 只 要 DnD' 关 ,总 有 D' c D. 证 明 : 
中 的 任何 开 集 都 是 可 数 个 分 支 的 并 . 


32. 试 构造 A = {(z,y) : z? 二 她 <1} 到 R? 的 一 个 同 胚 映射 . 
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在 本 章 中 , 我 们 将 讨论 多 元 函数 的 微分 学 . 将 一 元 函数 微分 学 的 理 
论 推广 到 多 元 函数 (向 量 ) 函数 是 本 章 的 中 心 内 容 . 除 此 之 外 , 由 于 多 
元 函数 与 一 元 函数 具有 一 些 本 质 的 差别 , 在 本 章 中 我 们 还 要 研究 一 些 
只 有 在 多 元 函数 的 情形 才 具 有 的 问题 , 如 隐 函 数 存 在 定理 等 . 


814.1 偏 导 数 与 全 微分 


对 于 一 个 多 元 函数 v = f(z1,72,… ,zn), 用 一 元 微分 学 的 工具 来 
研究 它 是 一 个 很 自然 的 问题 , 因此 引进 偏 导数 以 及 方向 导数 等 概念 是 
水 到 渠 成 的 事情 . 在 本 节 中 , 我 们 主要 引进 这 些 概念 , 并 讨论 它们 的 简 
单 性 质 . 


14.1.1 偏 导 数 


定义 14.1.1 设 函 数 入 =f(z)=f(z1,7z2,… ,zn) 在 区 域 DC Rn 
上 有 定义 , zo = (79,79,… ,70) € D. 对 于 1<i<gn, 若 一 元 函数 


f(z ,TE 1 Ti TE sw) 
在 z? 处 的 导数 , 即 
lim fT TE 1) ~ (09, 09, ,21) 
seo Ti— 7 


存在 , 则 称 f(x) 在 zo 处 关于 zi 可 偏 导 , 并 称 上 述 极限 为 f(z) 在 zo 


处 关于 zi 的 编导 数 , 记 为 S90, fi.(zo), 下 | 等 
容易 看 出 , 当 一 个 n 元 函数 f(z) 关于 每 个 分 量 都 可 仿 导 时 , f(g) 
有 具有 n 个 偏 导 数 . 车 f(z) 在 D 内 的 每 一 点 关于 zi 都 可 偏 导 , 则 将 
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其 偏 导 数 记 为 二 ,及 Go)， 吕 等 ， 此 时 ,对 每 个 固定 的 分 量 mi 
54) fn 然 是 所 的 内 Ee 
特别 地, 着 = = /tc 是 一 个 二 元 函数 ， 则 我 人 用 红 C2 芭 @ 


A 
由 路) 与 到 全 区 (或 7 到 ) 来 记 它 的 两 个 偏 导 数 . 同 


理 , 对 三 元 函数 4 = f(z,y, ,可 以 类 似 地 给 出 相应 记号 : 2 人们， 
2 荆 fe(ey) nt) fst), 或 和 人 
Ou 
Oz 
对 一 个 二 元 函数 > = f(z,y)((z,y) < D), 我 们 可 以 讨论 其 在 
(coao) € D 处 偏 导数 的 几何 意义 . 当 函 数 具有 较 好 的 性 质 时 ， 该 函 
数 的 图 像 是 R? 中 的 一 块 曲面 . y = yo 是 一 个 过 点 (z0,yo,0) 且 平行 于 


Ozz 平面 的 平面 , 它 与 曲面 > = f(z,y)((z,y) <) 的 交 线 为 


pe 
L:¢4 y= %, 
z= f(z,yo). 


因此 , 人 Go 如 是 平面 y = wo 内 的 曲线 /在 z = zo 处 的 切线 斜率 


ki. 同样 ， 2 是 平面 z = zo 与 曲面 > = f(zx,y)((z,y) e D) 的 交 


线 在 y= yo 处 的 切线 斜率 如 (在 图 14.1.1 中 , k1 = tana, kz = tan D)， 

读者 应 该 注意 的 是 , 函数 > = f(z,y) 在 (zo,yo) 处 的 两 个 偏 导数 
存在 与 否 只 与 曲面 与 z = zo 及 y = yo 的 交 线 性 质 有 关 . 因此 , 一 个 二 
元 函数 在 点 (zo, yo) 处 即使 两 个 偏 导数 都 存在 , 该 函数 在 点 (zo,yo) 处 
也 未 必 连 续 . 例如 , 设 函 数 


Ty=0, 


0, 
f(z,y) = 全 人 
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容易 看 出 入 (0,0) = 名 (0,0) = 0, 但 f(z,y) 在 (0,0) 处 不 连续 . 


图 14.1.1 
下 面 我 们 举 两 个 例子 : 
例 14.1.1 ” 设 函 数 f(z,y) = tan 5 求 it DR a 1) 
解 ”由 偏 导 数 的 定义 有 
2 = (0)" i 
例 14.1.2” 设 函数 f(z,y) = arcsin 一 一 一 , 求 用 (z,y) 及 


VE 
及 (2 


解 ” 对 这 种 计算 题 , 我 们 在 求 及 (zy) 时 将 y 看 成 常数 即 可 , 因 
此 , 我 们 有 


1 1 - a 
fz) = 一 一. 一 一 | Vz2z+ 刀 = 一 
z(Z， 志 + J 
2Z2 十 82 
1 好 ysgny . 


VE B+ 2 十 1; 
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同 理 ， 


, 四 2y _ -zsgny 
f(zsy) = 人 过 


其 中 sgny 是 符号 函数 . 
14.1.2 ”方向 导数 


-个 多 元 函数 的 方向 导数 是 用 来 刻画 定义 域内 从 一 点 出 发 的 射线 
上 函数 的 变化 情况 的 ， 从 一 点 出 发 的 一 条 射线 可 以 看 成 是 一 个 方向 ， 
一 个 方向 可 由 以 原点 为 心 的 单位 球面 上 的 点 所 确定 . 设 n 维 单位 球 
面 为 2 十 23 十 … 十 x2 = 1, 则 每 一 个 以 原点 为 起 点 , 终点 在 该 球面 上 
的 有 向 线段 表示 一 个 单位 向 量 v, 它 可 以 记 为 v = (cos01,cos02,.…， 
cos0,), 其 中 6:(1 < i<n) 是 该 向 量 与 z; 轴 正 向 的 夹 角 , cos 0;(1 < i < 
n) 也 称 为 是 v 的 方向 余弦 . 特别 地 , 对 于 R? 内 任 一 个 单位 向 量 v, 记 
它 与 正 实 轴 的 夹 角 为 9, 则 有 v = (cos 09,sin 9). 有 了 这 些 准备 , 我 们 可 
以 给 出 以 下 定义 . 
定义 14.1.2 ” 设 函 数 u = f(z) 在 区 域 D c R" 上 有 定义 ,xo € 了 ， 
v 二 (cos01,cos02,… ,cos0n) 为 一 方向 . 如 果 极 限 


f(zo+ 包 ) 二 jzo) 


lim 
t+0+0 


存在 , 则 称 该 极限 为 f(z) 在 zo 处 沿 方向 的 方向 导数 , 记 为 2 中 


se 
最 Bw To 
注 1 在 上 述 定义 中 , 车 记 zo + to = z, 则 
Of (20) f(z)— f(zo) 
Ov ne (z — zo)v 


从 上 述 定 义 可 以 看 出 , 一 个 函数 在 某 点 处 的 方向 导数 不 依赖 于 坐标 系 
的 选取 . 
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注 2 设 f(z) 在 zo = (zz ,z0) 处 关于 z; 的 偏 导数 
eo < i < n) 存在 并 等 于 4, 车 记 v; 是 第 i 个 分 量 为 1 的 单 


位 向 量 , 则 /za) 4. 但 读者 应 该 注意 的 是 2 zol = -A 
jv 5Coi) 


例 14.1.3 ” 设 函 数 f(z,y) = V 王 干 殉 , 试 求 f(z,y) 在 (0,0) 处 
各 个 方向 的 方向 导数 . 
解 ” 设 v= (cos9,sin9)(0 < 90<27), 则 


Of(0,0) lin fltcos0, tsing) — f(0,0) 
Ov wbto t 
Vizcos20 十 妈 sin2b 
= lim 一 一 一 一 一 一 一 
t 一 0+0 t 
= lim 一 一 1 
t—=0+0 t 


从 注 2 我 们 可 知 , 在 上 例 中, f(z,y) 在 (0,0) 处 两 个 偏 导数 都 不 存 
在 . 当然 , 我 们 也 可 从 偏 导数 的 定义 直接 证 明 这 一 结果 . 

例 14.1.4 ” 设 函 数 

_f/1, y=z’, 有 zz#0, 
Ey)= { 其 他 , 

即 f(z,y) 在 抛物 线 y = z? 上 除去 原点 外 取 值 为 1, 其 余 各 处 取 值 为 
0. 证 明 : 对 任意 方向 w 有 2 00) = 0, 但 f(z,y) 在 (0,0) 处 不 连续 

证 明 记 0=(0,0)， 对 任意 方 v, 当 t 很 小 时 , 0 十 tw 与 抛物 线 
不 交 , 从 而 f(tw) = 0 = f(0,0), 因此 09) =0. 由 于 


jf (天 走 ) =1#100,0) 


所 以 f(z,y) 在 (0,0) 处 不 连续 . 
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14.1.3 ”全 微分 


一 元 函数 y = f(z) 的 微分 是 函数 关于 自 变量 的 一 阶 线性 的 近似 ， 
由 其 几何 意义 , 实际 上 是 用 切线 来 局 部 近似 曲线 y = f(z). 对 于 一 个 
二 元 函数 , 由 于 它 的 图 像 一 般 是 一 块 曲面 , 因此 需 用 切 平面 来 局 部 近似 
它 , 而 这 些 都 与 多 元 函数 的 全 微分 有 关 . 对 一 个 n 元 函数 , 我 们 有 以 下 
定义 . 

定义 14.1.3” 设 函数 f(z) = f(z1,7z2,… ,zn) 在 区 域 DcR" 上 
有 定义 , 且 zo = (zx9,79,… ,29) € D. 记 Az = (Azi, Azr2,. ,Arn), 
并 称 它 为 自 变量 的 全 增 量 ， 再 设 z = zo + Az = (zl + Axri,zi 十 
人 Az2,… ,Zn 十 ATn) E D. 若 存在 仅 依赖 于 zo 的 常数 4;(i=1,2,… ,n)， 
使 得 


Aj(zo) = f(zo + Az)— f(z0) = > ,4iAzi+o(lAzh)，1Az| 一 0， 


i=1 


则 称 f(z) 在 zo 处 可 微 , 并 称 》、 AiAzi 为 f(z) 在 wo 处 的 全 微分 ， 


i=1 


记 为 df(zo), 即 
df(z0) = > AiAzi. 


1 


车 f(z) 在 D 内 每 一 点 处 均 可 微 , 则 称 /(z) 在 D 内 是 可 微 函数 . 

当 zi(1 < i < n) 是 自 变 量 时 , 定义 dr; = Azi. 因此 f(z) 在 zo 
处 的 全 微分 可 以 记 为 df(zo) = 》 hidzi. 

t=1 

从 全 微分 的 定义 可 立即 推出 , 当 f(z) 在 zo 处 可 微 时 , 它 的 全 微 
分 是 函数 改变 量 的 线性 主要 部 分 . 本 书 中 涉及 一 个 多 元 函数 的 微分 时 ， 
一 般 情形 下 总 是 指 上 述 的 全 微分 , 因此 今后 我 们 将 全 微分 简称 为 微分 . 

定理 14.1.1 ” 设 函 数 f(z) 在 区 域 D Cc R" 上 有 定义 , 在 zo = 


(29,… ,20) e D 处 可 微 , 记 其 微分 为 dftzo) = 》、 Aidzi, 则 
i=1 
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(1) f(z) 在 zo 处 连续 ; 
名) 对 于 iG < i< flw) 关于 zi 可 偏 导 , 并 且 有 2 人) = 4 
证 明 “0 记 Az 二 2 一 zo, 则 wz 一 zo 等 价 于 Az 一 0, 即 它 竺 
价 于 : 对 于 vi(1 < ig<n), 有 Azi 一 0. 由 此 我 们 有 
alimolf (zo + Am) — fzo)] = im 区 4iAmi 十 oasl = 0， 
即 f(z) 在 zo 处 连续 . 
(2) 对 任何 固定 的 i(1 < i < n), 当 j=1,2,…,n 且 ji 时 ， 


令 zj = z9, 即 Az; = 0， 此 时 我 位 有 Az = (0,… ,人 Axi,… ,0) 和 
IAz| = |Azil, 因此 有 


lim (zz 十 Arbz ,区 ) 一 co) 
Arzi 一 0 Arzi 
|Azil 
ji ( A < 
Azi 一 0 Arzi 
= 


从 而 f(z) 关于 zi 可 偏 导 , 并 且 有 fn) = hi. 证 毕 , 
上 述 定理 说 明 , 当 函 数 f(z) 在 zo 的 本 必 有 


df(z0) = > Ea 
i=1 


特别 地 , 当 z = f(z,y) 在 (zo,yo) 处 可 微 时 , 我 们 有 
Fy oe) a J Of (xo, yo) 


dy; 
2 
而 当 v = f(z,y,z) 在 (zo,yo,z0) 处 可 微 时 , 则 有 


djf(zo,yo,zo) = Of (wo, yo, 20) 2 20) dy 十 A 20) 4, 


Dr 

我 们 已 经 有 了 例子 表明 存在 可 偏 导 但 不 连续 的 多 元 函数 , 因此 这 

样 的 函数 不 可 微 . 这 说 明 , 可 偏 导 与 可 微 在 多 元 函数 的 情形 不 是 等 价 
的 . 但 是 我 们 有 以 下 的 定理 . 


dz 十 
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定理 14.1.2 ” 设 函 数 f(z) 在 区 域 D C R” 上 有 定义 , zo = 
(zz ,20) E D, 再 设 f(z) 在 ro 的 邻 域 U(zo,60)(60 > 0) 内 
存在 各 个 偏 导数 ， 并 且 这 些 偏 导数 在 zo 处 连续 , 则 f(z) 在 zo 处 
可 微 . 

证 明 ”我 们 对 n 作 归 纳 法 来 证 明定 理 . 

当 n= 1 时 , 定理 结论 显然 成 立 . 

假设 当 n= 时 定理 成 立 , 即 

f(z + Azizg +Azz ,2 十 Azk) 一 (zz , 7) 


大 


大 
=- 和 Asn RR) A 4 o01) ( Soe) 


i=1 i=1 
大 
( D(Azi)? 一 ] ， 


当 n=k+1 时 ， 
Ajax) 
二 Jo 十 Az ,TR ATk, ZRH1+ATE+1) — f(T2,. ,TR, TR+1) 
= [fc + Azi,:: ,TR + Azk, TR41 + ATk+1) 
一 (zl + Ar, ;TR + Ark, T+1)] 


+ [f(z + Azi,e ,mh + Avk, zh) — f(zY, ,2h R41)]. 
由 一 元 函数 的 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 及 2 在 zo 处 的 连续 性 知 


f(z9 + AT1,:** ,TR + ATk, TRH1 + ATk+1) 
— f(z + A ,T+ Azk, Th11) 
Es fo (2 十 Arzi ,Th + Azk, Th] + OATkH1)ATE+L 
= fo (mh, oR, TR A + [fers (TI 二 An 


0 0 0 0 
+ ATk, TR+1 + OATE+1) 一 疡 oa(zi » Tk, TR+1)] ATk+1 
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= fo (TY TR, ZR) AT + oD (Acetril) (14.1.1) 
(Azk+1| — 0), 
其 中 0 < 9 < 1. 由 归纳 法 假设 有 


f(T9 + Ari ,TR + Azk, Thr1) 一 Fz xz) 


kg SR 0 » 
=- 和 GO +o(1) ( Be) (14.1.2) 

i=1 和 i=1 

天 
( D(Azi)? 一 9 : 
i=1 
大 十 1 
注意 到 当 ,| > `(Azi)2 一 0 时 , 有 


cdAze+i) 二 o0) 人 
a > 0, 


大 十 1 
> (Azi 
i=1 

因此 由 式 (14.1.1), (14.1.2) 即 得 


和 Aj(z ,TR Rt1) 


= f(zI+AT1, ,TR+ATk, zi 十 Azk+i) 一 2 AZ) 


ps ;Th kt1) A +o(1) ( Soe) 


D3 
(Azi)? 
1 


Ori 


大 十 1 
(| 
i=1 


即 f(z1,z2,… ,zktl) 在 (zz ,zi) 处 可 微 , 且 


1 一 1 ie 
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大 十 1 


8 机 
(二 


这 就 证 明了 定理 的 结论 对 一 切 ne N 成 立 . 证 毕 . 
注 ” 若 函数 f(z) 在 区 域 Dc R" 上 关于 自 变 量 的 各 个 分 量 都 具 
有 连续 偏 导数 , 通常 我 们 称 f(z) 在 D 内 是 C 的 , 记 为 flz) € C1(D)， 
此 时 我 们 也 称 f(z) 在 D 内 连续 可 微 . 
例 14.1.5 ”证 明 函 数 
fz) = | (z2 + 2) sin 元 二 72+y #0, 
0, Z2 二 12 =0 


在 (0,0) 处 可 微 ,但 凡 (z,y) 及 f(z,y) 在 (0,0) 处 不 连续 . 
证 明 ”显然 用 (0,0) = (0,0) = 0. 由 于 
Af(0,0) =f(Az, Ay) = [(Az)? + (Ag)?]sin ee 
=o(1)(V(Az)? + (Ay)’) (V(Az)2 + (Ay)? 一 0)， 
因此 f(z,y) 在 (0,0) 处 可 微 . 当 (zx,y) 关 (0,0) 时 , 有 


L 2 1 
, _ 
万 (z,y) = 2zsin 让 cos 款 a 


由 于 (zwgk) = ( 遍 中 一 (0.0) 时 ,Fa 可 ) 一 00, 因此 Fa 人 
在 (0,0) 处 不 连续 . 

由 函数 的 对 称 性 , 同 理 f/(z,y) 在 (0,0) 处 也 不 连续 . 

对 于 可 微 函 数 , 它 的 方向 导数 与 偏 导数 密切 相关 对 此 我 们 有 下 面 
的 结论 

定理 14.1.3 。 设 函数 /(z) 在 区 域 D C R" 上 有 定义 , 目 在 wo e 
DD 处 可 微 , 则 f(z) 在 zo 处 沿 方向 wv = (cos 91,cos92,… ,cos9n) 的 方 
向 导数 为 

feo) _ ow) aeo oa, 


Ov i=1 
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证 明 由 f(z) 的 可 微 性 及 方向 导数 的 定义 , 我 们 有 
> fe cost. 十 o(|t) 


zao+ 如 -fo _ J 扣 

1 一 0 二 0 t ti—=0+0 
_ 忆 afleo 
> 5 cos 0;. 


YE 


证 毕 . 
在 本 小 节 的 最 后 , 我 们 再 举 一 个 例子 来 说 明 多 元 函数 微分 的 在 近 
似 计算 中 的 应 用 . 
例 14.1.6” 求 2.992 x 1.023 的 近似 值 . 
解 ” 取 函数 f(z,y) = z2y3, 显然 f(z,y) 的 两 个 偏 导数 在 R? 上 连 
续 , 从 而 它 在 R? 处 处 可 微 . 取 (zo,yo)= (3,1), Az= 一 0.01, Ay=0.02, 则 
2.992 x 1.023 = f(2.99, 1.02) = f(3 — 0.01, 1+ 0.02) 
Tf3,1D) + fi(3, DAr+ fi(3,1)Ay 
=32 x +f(3,1).(-0.01) + fy(3,1). (0.02) 
=9+6.(—0.01) + 27. (0.02) = 9.48. 
14.1.4 ”梯度 
与 方向 导数 密切 相关 的 概念 是 梯度 . 在 本 节 我 们 先 介绍 梯度 的 概 
念 与 基本 的 性 质 , 在 本 书后 面 的 章节 中 我 们 还 会 多 次 讨论 它 的 进一步 
在 上 一 小 节 中 , 我 们 知道 当 f(z) 在 zo es R"* 处 可 微 时 , f(x) 沿 任 
意 方向 v = (cos01, cos 02,.… ,cosbn ) 的 方向 导数 为 
ofeo - = 中 cos 


Ov 国 
当 f(z) 在 zo 处 的 nn 个 偏 导 数 不 全 为 办 时 | f(z) 沿 方 向 
和 1 Of (x0) Of (ro) Of (zx0) 
MO ( De 02 ， “二 吏 ) 


gs 


i=1 
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的 方向 导数 达到 最 大 值 . 因此 向 量 ( 29) ,2 ) 


Or1 ' br ' ”Dr 
f(z) 在 zo 处 方向 导数 达到 最 大 的 方向 , 同时 它 的 模 就 是 该 方向 的 方 
向 导数 . 由 此 我 们 引进 下 面 的 定义 . 
定义 14.1.4” 设 函数 f(z) 在 zo 处 可 微 , 则 称 向 量 
(2 of(zo) 2 ) 


Bx ”Br ” ”brn 


为 f(z) 在 zo 处 的 梯度 , 记 为 gradf(zo), 即 


car = (Heed, oan... ,aen), 


设 f,g 均 是 可 微 函数 , 则 从 定义 容易 推出 梯度 有 以 下 简单 性 质 : 

(1) gradC = 0, C 为 常数 ; 

(2) 对 于 Ya, Be R, 有 grad(af + Bg) = agrad f + Bgrad yg; 

(3) grad(f .9)= f. grad g+9.grad f; 

(9) grodf = (0 grad f — fgrad 9) (9 # 0). 

从 梯度 的 定义 可 以 看 出 , 当 f(z) 在 zo 处 可 微 时 , f(z) 沿 方向 w 
的 方向 导数 可 以 简单 地 记 成 EE) - graq/(zo) .v. 读者 易于 给 出 
方向 导数 与 梯度 的 关系 的 几何 意义 . 

设 函 数 v = f(z,y,z) 在 (zo,yo,zo) 处 可 微 , grad f(zo,yo, zo) 不 
是 零 向 量 . 记 HH = |grad f(zo,yo, zol iu 为 从 (zo,yo,z0) 出 发 由 方向 
。 确定 的 射线 , 则 对 于 wh s (1, 如 所 有 使 得 2 = 凡 的 1。 的 集合 
构成 了 顶点 在 (zo,yo, zu), 母线 是 1。 的 锥 面 . 当 h 从 -五 连续 变 为 
时 ,其 母线 1, 与 grad f(zo,y,z0) 的 夹 角 从 7 变 到 0. 特别 地 , 当 它们 
的 夹 角 为 了 时 , 1 的 全 体 构成 了 过 (zo,yo, zo) 且 以 grad f(z0,yo,z0) 
为 法 线 的 平面 . 

例 14.1.7 ” 设 上 > 2 为 正 整数 , 函数 f(z,y) 在 极 坐标 (r,g) 下 有 
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表示 式 
_ frsin kb， (zx,y) 天 (0,0)， 
A ( 0， (z,y) = (0,0). 
(1) 求 f(z,y) 在 (0,0) 处 的 方向 导数 ; 
(2) f(z,y) 在 (0,0) 处 是 否 连 续 ? 
(3) f(z,y) 在 (0,0) 处 是 否 可 微 ? 
解 ” (1) 对 固定 的 go e [0,27), 9 = 90 即 确定 一 个 从 原点 出 发 的 
方向 vo = (cos 00, sin 90). 我 们 有 
Of(0,0) _lin rsinkbo 一 0 
Ovo r—0 r 


= sin kgo. 


区 


此 f(z,y) 在 (0,0) 处 沿 方向 (cos 9,sin9) 的 方向 导数 即 为 sin Kb. 


(2) 显然 ， 攻 Jay = 0, 所 以 f(z,y) 在 (0,0) 处 连续 . 


(3) 当天 > 2 时 , 由 于 sink0 至 少 在 0= 志 , 交 el0,2n) 处 取 最 大 
值 1, 我 们 断言 f(z,y) 在 (0,0) 处 不 可 微 . 如 车 断言 不 真 , 假设 f(z,y) 
在 (0,0) 处 可 微 , 则 grad f(0,0) 是 非 零 向 量 , 因此 它 的 方向 导数 只 能 
在 一 个 方向 即 梯 度 的 方向 达到 最 大 值 . 此 矛盾 便 证 明了 断言 . 

注 当 k=2 且 7r 关 0 时， 
2r2singcos0 27y 


rsin 20 = 


由 此 我 们 可 将 f(z,y) 写成 如 下 形式 : 


27Yy 2 2 
Dr hs 0， 
ro 人 


0， z+ =0. 
同 理 , 当 大 = 3 且 7r 关 0 时， 


322y— 
f(z | THY 2Z2 十 包头 0; 


0， Z2 十 刀 = 0. 
请 读者 自己 对 上 述 函 数 在 (z,y) 坐标 下 重新 解 例 14.1.7. 
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14.1.5 ”向量 函数 的 导数 与 全 微分 


在 本 小 节 中 , 我 们 将 定义 向 量 函 数 的 导数 与 全 微分 ， 向 量 函 数 的 
导数 与 全 微分 是 两 个 非常 重要 的 概念 , 在 今后 学 习 中 将 起 到 重要 作用 . 
由 于 涉及 向 量 函数 , 今后 我 们 有 时 用 行 向 量 , 但 有 时 也 用 列 向 量 来 记 
同一 个 向 量 函 数 , 不 过 从 上 下 文中 , 读者 可 以 清楚 地 知道 它 何 时 是 行 
向 量 , 何 时 是 列 向 量 . 

定义 14.1.5” 设 向 量 函 数 = f(z2) = (f(z), f2(2),… ,fn (2))T 
在 区 域 D Cc R" 上 有 定义 , zo e D, Am = (ATi,Az2,… ,Azn)" 为 z 
在 zo 处 的 全 增 量 . 如 果 存在 m xm 矩阵 


An 4i2 TP Ain 
和 | 怎 生生 
Am1 Am2 … Amn 


使 得 当 |Az| 一 0 时 , 下 式 成 立 : 


Ajf(zo) =(Afi(zo), A 户 (zo),，… ，Ajm(zo)) 并 
A Al2 … Ain Azl alAz|) 
_| hz 4 … A Arz2 网 az(jAzl) 
Am: Amz +: an Azn am(|Az|) 


(14.1.3) 


其 中 4 中 的 元 素 仅 依赖 于 zo 而 不 依赖 于 Ar, 对 于 VY j(1 < j < mh)， 


oillAzl) 依赖 于 Am, 并且 满足 im SU = 0 则 称 F(z) 在 wo 


处 可 微 或 可 导 , 和 矩阵 A 称 为 f(z) 在 zo 处 的 Fréchet 导数 (简称 导 
数 ), 记 做 了 (zo) 或 Df(zo); 4Az 称 为 f(z) 在 zo 处 的 全 微分 (简称 
微分 ), 记 做 df (zo), 即 


df(z0) = AAz = f(z0)Az = Df (v0)Ar. 
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在 上 述 定义 中 , 车 规定 dz = Az, 则 有 djf(zo) = f(zo)dz. 
式 (14.1.3) 用 矩阵 可 以 简写 成 


Af(z0) = flzo+Arzr)- flzo) = AAz + al|Az)|), 


其 中 a(lAz)= (oi(|Az|),a2(|Az|),… ,am(|Az|))7 满足 
a(lAz) _ 
IlAzl-0 |Az| = 
下 面 我 们 考虑 如 何 判 断 一 个 向 量 函数 的 可 微 性 , 以 及 当 它 可 微 时 ， 
如 何 求 它 的 导数 . 下 面 的 定理 对 此 给 出 了 回答 . 
定理 14.1.4 ” 设 D 是 R" 中 的 区 域 , zo e D, 向 量 函数 f(z) = 
(有 (2), f(z),… ，jm(e)) 在 D 上 有 定义 , 则 f(z) 在 zo 处 可 微 的 
充分 必要 条 件 是 对 于 Vj(1 < j < m), fj(z) 在 zo 处 可 微 . 记 


Ofi(zo) oo © Ofi(zo) 

dz O72 tr 
applzoj Ofo(z0) © Of2(zo) 

Es Ori Or2 Orn, 
Ofm(z0) Ofun(z0) © Ofmn(z0) 

Or1 Or2 Or 


则 当 f(z) 在 zo 处 可 微 时 , 有 
djf(zo)= 4dz 或 f(z0)=AA. 
证 明 ”必要 性 设 f(z) 在 zo 处 可 微 , 从 而 存在 m x 矩阵 


Alu 42 … A 
421 Az2 … Azn 
Am! An2 … Amn 


使 得 当 |Az| 一 0 时 , 有 
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> 4iuiAai 


Afi(wo) 全 aa(lAzl) 
Af(so) = | Sho) > A2iAz: aa(lAz|) 
二 : 和 | | 十 . 3 
Afn(z0) am(lAzl) 
4miAzi 
i=] 
其 中 ij(lAzl) 依赖 于 Az, 且 “im, ea 人 


比较 上 式 两 边 向 量 的 分 量 , 对 j = 1,2,… ,m, 当 |Az| 一 0 时 , 有 


Afi(z0) = > AniAr; +aji(lAzl). 


由 多 元 函数 可 微 的 定义 知 , 方 (z) 在 zo 处 可 微 , 并 且 
Aji = he0) = 


充分 性 ” 设 对 于 Vj(1 < j < m), 方 (z) 在 zo 处 可 微 , 则 有 


Afi(z0) = DE) 2 Azi + aj(|Az)|), 


t= 


oi(lAzl) 


其 中 oj(lAzl) 依赖 于 Az, 县 Am ， JAE “一 0 因此 
Ajflzo) = (Afi(z0), Ajz(zo),  . Ajm(zo) 并 
ofi(z) Ofi(z) jz) 
ee er | AN yalAazl) 
Ofz(z) ap) . 3) Arzz az2(lAz|) 
三 om Or2 Orn i 
Ofn(z) Ofn(z) jne) | Am am(|Az|) 
Or1 Or2 Orn 


= 4Az + al(l|Az)), 
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其 中 a(lAzl) 满足 im al(|Az|) 


z=0 |Az| 
且 了 (zo0) = 4. 证 毕 . 
当 向 量 函数 f(z) = (有 1(z)， f(z), … ，fm(z))” 中 的 每 个 分 量 函 
数 在 zo 处 均 可 微 时 , 矩阵 A = (zo) 称 为 f(z) 在 zo 处 的 雅 可 比 
(Jacobi) 矩阵 , 记 为 Jy(zo). 特别 地 , 当 f(z) 是 n 维 向 量 函 数 时 ， 4 
是 xm 矩阵 , 此 时 Jy(zo) 的 行列 式 称 为 f(z) 在 zo 处 的 雅 可 比 行 
列 式 , 记 为 


= 0. 由 定义 知 f(z) 在 zo 处 可 微 ， 


Fleal 或 2 人, fn) 


atzlzz…… ,Tn) 2 
显然 , 对 于 一 个 向 量 函 数 f(z), 若 其 分 量 函 数 在 zo 处 具有 各 个 
偏 导数 时 , 我 们 就 可 以 形式 地 定义 Jry(zo), 但 当 f(z) 在 zo 处 不 可 微 ， 
仅仅 存在 所 有 的 偏 导数 时 ,Jy(zo) 不 能 刻画 f(z) 在 zo 附近 的 变化 
情况 . 
当 方 (z) (1 < j < m) 的 各 个 偏 导数 都 在 zo 处 连续 时 , fj(z) 在 zo 
处 可 微 , 因此 f(x) 在 zo 处 可 微 . 另外 , 若 对 于 Vj(1 < j < mm), fj(z) 
的 各 个 偏 导 数 在 区 域 D 上 连续 , 我 们 称 f(z) 在 D 上 是 C1 的 , 记 为 
f(z) es C1(D). 特别 地 , 我 们 称 R" 中 区 域 D 到 8 的 变换 y = f(z) 
是 Cl 的 , 如 果 f(z)e C1(D), 并 且 f(y) € 01(0). 
注 ” 利 用 向 量 函 数 导数 的 记号 , 对 一 个 多 元 函数 f(z), 当 它 可 微 
时 , 我 们 有 
f(z) = (SE of (zx) of(z) 


Or : Or2 ' ”Dr 


) = grad f(z). 
例 14.1.8” 设 向 量 w = (7,w,9), 向 量 函 数 


z(w) 7rgsinwcosb 
f(w)= y(w) = rsinpsing |， 
z(w) rcosyp 


其 中 D={(r,p,0):0<r<+o%0,0<yp<7,0<0<27), 试 求 f'(w) 
以 及 f(w) 在 w 处 的 雅 可 比 行列 式 . 
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解 ”由 于 z=rsinpcosb， y=rsingsin0, z 二 rcosyp 均 在 D 上 

具有 连续 偏 导数 , 因此 (4w) 存在 . 由 计算 得 
Or or or 

or Op 060 

f(w=| 神 叱 史 

0z 0z Oz 

Dr dp 00 

sinwcosb rcospcosb —rsinpsinO 

=| sinpsing rcospsing rsinpcosp 


cosp 一 rsSin % 0 
对 上 述 矩 阵 取 行列 式 , 即 得 f(w) 在 w = (7,y,9) 处 的 雅 可 比 行列 式 


O(z,y, z) 
O(r, p,0) 


= 7?2siny. 
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14.2.1 导数 的 四 则 运算 


在 本 小 节 中 , 我 们 总 假定 涉及 的 多 元 (向 量 ) 函数 存在 各 个 偏 导数 ， 
然后 来 讨论 多 元 函数 求 偏 导数 的 一 些 公式 .读者 应 该 注意 的 是 , 一 般 
情况 下 一 个 函数 的 导数 是 一 个 向 量 (或 矩阵 ). 

首先 我 们 有 以 下 简单 的 求 导 法 则 . 

定理 14.2.1 ” 设 函 数 f(z), g(z) 在 区 域 D Cc R" 上 可 导 , 则 对 于 
vzreD, 有 

(1) (f(z) + g(z)) = f'(2) + g'(z); 

(2) (f(z)g(z)) = f(z)g (2) + g(2)f" (2); 

f(z)\’ _ g(z)f'(z) — f(z)g (x) 
9 (@) = a) 


(g(z) #0). 
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如 果 f(z) : R" 一 及 是 一 个 nn 元 可 微 函数 , g(z) : R" 一 Rm 是 一 
个 可 微 的 mm 维 列 向 量 函 数 , 则 有 

(4) (f(z)g(z)) = f(z)g'(z) + g(2)f'(z). 

证 明 ”我 们 只 证 (3). (1),(2) 和 (4) 的 证 明 留 给 读者 . 

由 定义 有 


加 -[ 简 : 忽 外) 


g(z) orl ”pr ”  ” brn 
由 于 


f(z) 2 9 
0 ( 增 ) g(z) 一 一 jz) 一 一 


Drz， pat) 

将 其 代入 上 式 即 知 (3) 成 立 . 证 毕 . 

注 ”注意 到 (4) 中 等 式 左边 (f(z)g(z)) 是 一 个 m xn 矩阵 , g(z) 

是 一 个 mm x 1 矩阵 , 而 f(z) 是 一 个 1 x n 矩阵 , 因此 g(z)f*(z) 是 一 

个 m xn 矩阵 . 显然 , f(z)g'(z) 为 一 个 m x n 和 矩阵. 至 于 (4) 的 证 明 ， 

读者 只 要 将 (4) 中 等 式 左 边 矩 阵 中 的 每 个 分 量 与 其 右边 矩阵 中 相对 应 
的 分 量 比较 即 可 . 


14.2.2 ”复合 函数 的 求 导 法 


下 面 我 们 主要 来 考虑 复合 函数 的 求 导 法 . 
定理 14.2.2” 设 函数 f(w) = f(w1,wu2,… ,um) 在 区 域 9 Cc R™ 
上 有 定义 , 并 且 在 wo = (wu9,w9,… ,0,)T E n 处 可 微 , 再 设 


(i= 1,2,.… ,n), 


w= au(z) = (wi(2), wz), um(z)) 


在 区 域 9 c R* 上 有 定义 , 在 zo = (79,z39,… ,7z0) €E D 处 可 微 , 并 且 
wo = (zo), 则 f(w(z)) 在 zo 处 可 微 , 并 且 


djf(u(zo)) = f (wu(z0))w (xo)dz. 
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证 明 ”由 在 zo 处 可 微 ,我 人 有 
Au(z0) = UTo + AT) — u(r0) = (Lo0)Ar + af(lAz|)， 
其 中 a(|Az|) 依赖 于 Az, 且 满 足 Oe 一 0(IAz| 一 0). 再 由 f(w) 
在 uo 处 可 微 , 有 
Ajtua) = fluo + Au) - fluo) = fluo)Au + PIA), 
其 中 (Au) 依 粮 于 Au 且 满 足 全 内 下 一 0 (IAul 一 0) 我 们 规定 


8(0) = 0. 在 这 样 的 规定 下 , 8(|Aul) 在 Au = 0 时 连续 . 
我 们 有 


Aj(u(zo)) =j(u(zo+Az)) -fu(zo)) 
= 太 (u(zo))(w (rzo)Az+a(lAzl))+B(Uw(zo)Az+a(lAzl)) 
= 了 (wu(zo))w (zo)Az 二 YAzl)， 
其 中 
?3(Azl) = f (u(ro)a(|Azl)) + BIAu(zo)l) 
= 六 (utzoja(lAz)+8uw (zo)Az + ollAz))|). 
下 面 我 们 证 明 AD 0(|Az| 一 0). 


[Azl 
首先 , 显然 有 
;|f'(u(zo))a(llAz|) If'(u(zo)| :la(lAz)| _ 
ja | S Se aa A 
(14.2.1) 


其 次 , 注意 到 当 |Az| 很 小 时 , 有 
[Au(zo| _lu'(zo)Az + allAz))| 
szl 一 Tsal 


lee(zo)lAzl + a(|Az))| 


< | 
<llw (zo)ll+1, 
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其 中 lluw'(zo)l 是 矩阵 ww(zo) 的 范 数 ， 因 此 当 |Az| 一 0 时 , 必 有 
IAwu(zo)| 一 0. 我 们 有 


I6(A A 
ldAuteobl _ { SY. ve)l, [Aueo) #0, 
2 0 IAuGeol=0 
IadlAutao)l 
(TO0 
Ia , 0 (|Az| 一 0). (14.2.2) 


结合 式 (14.2.1), (14.2.2) 得 人 一 0 (|Az| 一 0). 
我 们 最 后 有 


Af(u(20)) = 六 (ulzo))w'(zo)Az+Y(Azrj)， 


其 中 x(|Azl) 依赖 于 Az 且 3 -0 (JAz| 一 0). 由 微分 的 定义 
知 , flu(z)) 在 zo 处 可 微 , 并 且 
df(u(z0)) = 万 (wu(zo))u(zo)dz. 

证 毕 . 

从 定理 14.2.2 我 们 可 以 推出 以 下 结论 . 

推论 1 ” 设 向 量 函 数 f(w) = (有 (ww)， 三 (w),… ,i(w))” 在 区 域 
fC Rm 上 可 微 , w(z) = (ui(z),uz(z) ,umn(z))T 在 区 域 D C R" 
上 可 微 , 且 w(D) c 2, 则 g = f(w(z)) 在 D 上 可 微 , 并且 


df(u(z)) = f'(u(z)w (zr)der. 


顺便 我 们 有 
[f(w(z)] = fF (uz))u (2). 
证 明 ”由 定理 14.2.2 知 dfy(w(z)) = fi(w(z) u(r)dy 0 = 1, 
2,… ,1), 从 而 
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fi(u(z))w (z)dr 


aptatoj = SE Ee | pct: 


fi(u(z))u (rz)dzr 
注 ” 读 者 应 该 注意 到 (wu(z))w(z) 是 一 个 1 xm 矩阵 . 
推论 2 设 DD 与 9 为 R" 中 的 区 域 ,y= f(z) 是 D 到 2 的 Ci 
变换 , 则 对 于 vz e D, 有 


(f°°)(y) :F(z)=E, (14.2.3) 


其 中 y= f(z):; 对 于 yy es 人 ,有 

f(z) (fF ')(y) =E, (14.2.4) 
其 中 z = f(y). 特别 地 , 当 y = f(z) 时 , 有 

(f7)(y) = [ 瑚 (cj ， (14.2.5) 


其 中 马 是 nxn 单位 矩阵 , [f(z)]-! 为 了 (x) 的 逆 和 矩阵 

证 明 ”由 C! 变换 的 定义 知 了 与 大: 都 是 可 微 向 量 函数 , 因此 
(fie 了 )(z) = z 两 边 对 z 求 导 数 即 得 式 (14.2.3), 而 (f of1)(y) = 
Y 两 边 对 y 求 导数 即 得 式 (14.2.4)， 在 式 (14.2.3) 的 两 边 同 时 右 乘 
[f(z)]-! 即 得 式 (14.2.5). 证 毕 . 

注 ”在 推论 2 中 , 如 果 我 们 在 式 (14.2.4) 两 边 取 行列 式 , 则 有 
Oy sn) Oe sn) _ 
az ,Tn) 0 ,Yn) 

下 面 的 推论 3 是 多 元 复合 函数 求 偏 导数 的 基础 . 

推论 3 ” 设 函 数 f(w) = fui,w2,… ,um) 在 区 域 Q c Rm 上 有 

定义 , 并 且 在 wo = (9, 码 ,… ,ww9,)T es 2 处 可 微 , 又 设 向 量 函数 


也 (14.2.6) 


w= uz) = (wa(z)ua(z) um(z)) 
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在 区 域 Dc R" 上 有 定义 , 在 zo = (29, 双 ,… ,20) e D 处 可 微 , 并 且 


wo = u(zo)) 则 对 于 Vi(1 < i < n), f(u(z)) zo 处 关于 x 可 偏 导 ， 
并 且 


Of(u(z0)) _ 妆 (af(luo) 8ui(zo) 
Ozi >( i: Bm } 


j=1 
证 明 ”由 定理 14.1.4 的 注 有 
Cao)y|。。 人 0 ee) 


Or ” pb ' ’' Or, 


用 矩阵 形式 表 出 /7(w(zo))w(zo), 有 


fF (ulwo)u (ro) 
(een) aflulzo) ... eo 


Ou ” Ouz ”Oum 
Bul(z0o) Ou(z0o) © Oui(zo) 
Ori Or2 Orn 
auz(zo) 6uz(zo) © Ouz(z0) 
Ori Or2 Orn 
Oum(T0) Bum(T0) Gum(z0) 
Or1 O72 Orn 


/of(uo) u(r0)N) /Of (uo0) ui(lzo) 
-全 人 Gu Bm )， 2 Ou; Br je 


~ {Of (uo) aui(zo) 
> Ou; Br ). 


j=1 
由 定理 14.2.2 有 (f(w(z)))|。_。, = 了 (wu(zo))w (zo), 再 比较 它们 的 分 
量 即 得 推论 3. 证 毕 . 

注 ”利用 定理 14.2.2 类 似 的 证 明 方 法 可 以 证 明 , 若 将 推论 3 中 的 
条 件 “u(z) 在 zo 处 可 微 ” 减弱 成 “u(z) 在 zo 处 存在 各 个 偏 导数 "， 
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则 推论 3 的 结论 仍然 成 立 .请 读者 自己 对 此 加 以 证 明 ( 见 本 章 习 题 ), 
但 是 , 在 推论 3 中 , 条 件 “f(w) 在 uo 处 可 微 ” 不 能 减弱 成 “f(w) 在 uo 
处 存在 各 个 偏 导 数 ”. 很 容易 找到 例子 来 说 明 这 一 点 , 例如 取 


1, uv#0, 


i ={, uv=0 


(u,v) € R?, 


u=t, 加 人 f 作 t#0, 
mw { ” (oo <t< te) No) = = {o 0 在 


v= 
t = 0 处 不 连续 , 从 而 不 可 导 . 

如 同一 元 函数 , 我 们 将 推论 3 中 给 出 的 复合 函数 求 导 公式 称 为 链 
锁 法 则 . 为 了 今后 应 用 方便 , 下 面 我 们 列 出 常见 的 二 元 复合 函数 的 求 导 
公式 . 设 z = flwou= vtzyu= v(z,y) 都 为 可 微 函 数 , 则 

ez 8f Bu sf 0 
CE 
az Of Ou Of Ov 
HW uy Wy 

有 时 , 车 给 出 的 函数 具有 形式 z = f(u(z,y),v(z,y)), 我 们 可 以 用 

以 下 记号 : 

Oz Ou ,Ov 

天 = 人 + 有 

Oz ,Ou ,Ov 

可 本 + 
其 中 f/(i = 1,2) 指 的 是 f 对 其 第 i 个 变量 求 偏 导数 . 对 于 具有 多 个 中 
间 变 量 的 复合 函数 , 我 们 可 以 引进 类 似 的 记号 , 这 对 抽象 形式 给 出 的 函 
数 的 求 导 运算 提供 了 简洁 的 记号 . 

Ou Ou 


例 14.2.1 ” 设 函 数 w=e” ty + z = z2siny, 求 二, 一. 
Dr Oy 
解 au Oer” ty?+z7 人 OeT” +y?+z2 | Oz 
Or 0 Oz Or 
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一 2zer ty + 十 er ty tz (22)(27 siny) 
一 2z(1 十 2z2 sin? y)e® + + ， 

Bu Ber +ty +z? 和 Ber ty’+z* Oz 

Oy Oy Oz Oy 


一 2yer fy + 十 er ty + (2z)(z2 cosy) 


=(2y + zsin2y) .er ty +. 


例 14.2.2 ” 设 函数 = 7 (zy ,yz), 并 设 / 是 可 微 函数 , 试 求 
Ou gu 和 纪 
or Oy Oz 
解 ” 对 于 这 种 抽象 形式 给 出 的 函数 , 我 们 采用 上 述 约定 的 记号 来 
求 偏 导数 : 
人 + 月 -0=y 玉 一 基色 


0 ,0 9 
爱 人 + fa 7 月 a - 


+ 


zfi+ 三才 + zfs, 


如 J.0+ 亡 : js 


=yfs. 


例 14.2.3” 记 向 量 v = (7,01,… ,9n-_1), 并 设 向 量 函 数 


Zz1(v) rcosO1 
ZT2(v) TsinO cos02z 
f(v)= 本 : 
Tn-_1(vV) rsinO! sinO2:::cosOn_1 
zn(v) rsinO sinG2 :+.sinOn_1 


试 求 1(v) 及 其 雅 可 比 行列 式 . 
解 ”由 定义 有 
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f'(v) 
cosOl 一 rsinbl 外 0 
singl cos02 TCOSO1 cosb2 人 0 
singl .cosb0 1 7rcos0 .cos0 1 :+ 一 rsinb .sinbgn_ 1l 
sinbl.…sinb_l rcos0 .sinb 1 :+ rsinb .cos0 -1 


下 面 用 归纳 法 来 求 4(v) 的 行列 式 |fr(v)|， 当 n = 2 时 , 有 
IF(v)|=7; 当 n=3 时 ,有 | 天 (wv)| =7?sin91. 我 们 猜测 对 于 n> 3, 有 


|j(o)| = r"-!sin"-? 0 sin"-3g2 .sing 2. 


事实 上 , 已 知 n= 3 时 上 式 成 立 . 假设 n =k 一 1 时 上 式 成 立 , 现 
在 我 们 来 证 当 n = k 时 上 式 成 立 . 为 此 将 变换 了 拆 成 下 列 两 个 变换 的 
复合 : 


Z1 三 1， Yi 一 rcosb0l， 
Z2 = Y2 COs Ys, y2 = 7 sinOi, 
Z3 = Y2 sin ya Cos ya, ys = 02, 
fi1: f2: 
Tn-1 = Y2 Sin ys sin y4 + * Cos yn, Yn-1 = On-2, 
Tn = Y2 siny3 sin ya + sin yn, Yn = On-1, 
则 有 了 = fo 了 2. 当 m = 大 时 , 由 归纳 法 假设 得 
(zl,z2,…: Tk) 
/9)| 二 i 
(Flo)| = Br, ,Oh) 
O(zT1, 72,..* ,Tk) Oly1, Ya, ,Yk) 
Da Yk) Ig, cv) OT 01,*** , Ok-1) 
= (ys ?sin* 3 ys sin*—4 ya +..sinyk-1) 


rT 
f2(v) 


= rk-lsint ?20 sink-302...singk_ 2. 
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例 14.2.4 设 flz) = (f(z), fo(2),… ,fn(2)) 和 g(z) = (9i(z)， 
g2(z)…… ,gm(z)) 为 DC R" 到 Rm 的 可 微 向 量 函 数 , 证 明 : 


[f(z)(g(z))"] = f(z)l(g(z))"] + g(z)[(F 2) 
证 明 令 


re ( (f(z))™ 
(g(z2)™ 


则 F(z) 是 D 一 R2m 的 可 微 函数 ， 记 y = (yi1,y2,… ,yom)T,， 并 令 
G(y) = > yiym+i 则 G(y) 是 R2m 一 及 的 可 微 函 数 . 我 们 可 以 验证 


认 1 


) = ( 记 (z) ,fm(2), 91(2),.* ,gm(2))", 


f(z)(g(z))" = G(F(z)). 
由 链 锁 法 则 有 
[f(z)(g(z)"] = [G(F(z) 


下 


= (gm ee Yam Yl | (Ey 


= f(z)[(g(z))") + g(z)[(F 2) 


例 14.2.5 设 f(z,y) 在 R? 上 具有 连续 偏 导数 , 试用 极 坐 标 来 


表示 
leh = (RU) + (HU) =leraaf(e WF 


ks 


y=rsing 


解 由 


Bf Of Or ,of 09 Of _ Of. Or, Of. 0 
Or Or dr 0 Br Oy Or Oy 0 Oy 


由 r= Vz2+ 妇 及 0= arctan ¥ (此 处 分 象限 讨论 , 我 们 以 第 一 象限 
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为 例 求 之 ) 得 
i NE, 0 or_ yy = sinbg 
a 0, ri 
00 __ y _ _sin0 00 zx _ cos0 
Oz +p Nr Oy Bt rr 
因此 
of of sing 6f 9f . Of cos0 of 
i i 
从 而 有 


af\* /sf /ef 1 /ef\ 
eof- 人 (的 (的 -的 -的 
例 14.2.6 ” 设 函 数 v = f(z 一 At) (入 是 常数 ), 其 中 了 是 及 中 的 
一 个 可 微 函 数 ( 即 f(y) 是 可 微 函数 ), 证 明 它 满足 微分 方程 


Ou Ou 
于 + 一 0 (14.2.7) 


并 证 明 方程 (14.2.7) 的 解 一 定 具 有 形式 v = g(z - Xt), 其 中 9 是 任 一 
个 R 中 的 可 微 函数 . 
证 明 记 y=z-X, 则 


Ou Af OF 
号 = 蒜 - 攻 = 了 0)(-)= -Mg 
Cp A NL dy 
BI oy 27 本 = oh， 

从 而 | 
有 + 玫 =-AfO+AAg=0 


设 可 微 函数 一 vtz, 晶 是 方程 (14.2.7) 的 解 ， 作 挛 量 替换 人 A 


， 


则 w(x,)=wly 十 Xz,z) 全 u(y,z). 由 
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Wu 2， bu oz Ou | Ou 
ot Oy Qt dz 引 Oy DOz ” 
Ou oul Oy i Oul . Oz Oul 
Or By Or bz br Oy’ 


有 
ae 
or Oz 
这 说 明 wi(y,z) 与 z 无 类 即 w = g(y), 亦 即 以 = g(z 一 Xt), 其 中 9 为 
R 中 的 任 一 个 可 微 函数 . 
14.2.3 ”高 阶 偏 导数 


设 f(z) = f(z1,z2,… ,zn) 在 区 域 D c Rn 上 具有 各 个 偏 导 数 . 
由 定义 , 它 的 每 个 偏 导数 2 = 二 1,2,… ,ny 是 DD 上 的 一 个 元 
函数 . 车 它们 仍 具有 各 个 偏 导数 , 则 称 它们 的 偏 导数 为 f(z) 的 二 阶 偏 
导数 .类 似 地 可 以 定义 三 阶 以 及 更 高 阶 的 偏 导数 .二 阶 及 二 阶 以 上 的 
偏 导数 统称 为 高 阶 偏 导数 . 

显然 , 若 一 个 函数 f(z) 的 各 个 偏 导数 都 存在 n 个 偏 导数 , 则 f(z) 

(Ye) 

具有 72 个 二 阶 偏 导数 . 当 一 < ik < n) 存在 时 , 我 们 将 


O°f (2) f 
其 记 为 Boo 和 rn z) 或 f(z). 


例 14.2.7 设 函 数 
2 
ST 一世 pt 
pr yy + #0, 
0, z+ =0, 


求 4,(0,0) 及 fs(0,0). 
解 ”由 偏 导 数 的 定义 得 


2 一 4 47232 2 2 
PR Ec 
0, ZT2+y =0, 
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zy 472172 
1 可 = [: (Bi) ?+ #0 
0， Z2 十 22 = 0. 
特别 地 , 我 们 有 
fo(0,9) = ~y, f(z,0)=7. 
由 此 得 /入 (0,0) = 一 1, f4%,(0,0) =1. 

从 上 例 可 知 , 一 个 函数 的 各 个 高 阶 偏 导数 都 存在 时 , 若 改变 对 自 
变量 分 量 的 求 导 顺序 , 高 阶 偏 导数 的 值 也 有 可 能 改变 . 但 如 果 我 们 附加 
一 些 条 件 , 可 使 高 阶 偏 导数 的 值 对 求 导 顺序 无 关 . 事实 上 , 我 们 有 下 述 
结果 . 

定理 14.2.3 ” 设 函 数 f(z) 在 区 域 D C R"* 上 有 定义 , zoe D, 且 
对 于 1<j<k<n, 的 (ze) 与 及 (Zz) 在 U(zo,6)(5 > 0) 内 存在 , 并且 
在 zo 处 连续 , 则 有 


fei (zo0) = fi (Fo0)- 
证 了 明 记 f(z) = f(z1,7z2,… ,zn). 为 了 使 记号 简便 , 我 们 不 妨 
设 j 了 = 1,k = 2, 并 记 z= (z,y,2'), zo = (zo0,yo,T0) 其 中 z= 
(za za Tn), z0 = (79, 29,.… ,z0). 对 于 充分 小 的 Az, Ay, 观察 
a f(zo+ Az,yo + Ay, x0) — f(zo + Ax, yo, 70) 
I(Az, Ay) AT 9 


_ f(zo,yo + Ay, £0) — f(z0) 
AzAy ” 


g(z) = f(x, yo + Ay, 20) — f(z, yo, 20), 
h(y) = f(zo + Az,y, 20) — f(zo,y, £0). 
一 方面 , 由 一 元 函数 的 微分 中 值 定理 得 


1 
T(Az, Ay) = AzAv {lf (zo + Az, yo + Ay, 20) — f(zo + Az, yo, 20)] 


— [f(zo, yo + Ay, 20) — f(z0)]} 
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_ gzo+Az) 一 glzo) _ g(xzo + Ar) 
ArAy Ay 
_ f(To + AT, yo t+ Ay, zo) — f(To t+ Ar, yo, zo) 
Ay 


= fr (To + O01Az, yo + 02AYy, 20), 
其 中 0 < 0,b <1. 另 一 方面 , 我 们 有 
TI(Az,Ay) = 


1 
AzAv {lf (ro + Az, yo + Ay, 20) — f(z0, Yo + Ay, 20)] 

— [f(zo + Az, yo, 20) ~ f(z0)]} 
hlyo + AY) —h(yo) _ KW(yo + 03AY) 

ArAy Ar 
f(zo + Az, yo + 03AYy, 20) — fy (zo, Yo + 03AYy, 20) 
Arz 

= fay(To + 4Az, yo + 03Ay, £0), 


其 中 0 < 9s,94 < 1. 由 此 得 


fis(To + O01AT, yo + 02Ay, 20) = fo,(zo 十 gaAz,yo + 03AYy, 20). 
在 上 式 中 令 Az 一 0,Ay 一 0, 并 利用 f(z) 与 /%(z) 在 wo 处 的 连 
续 性 即 得 

扩 (e0) = /leo) 
证 
在 今后 , 我 们 碰 到 的 大 部 分 多 元 函数 都 具有 各 阶 连 续 偏 导数, 因 
此 , 我 们 可 以 不 考虑 对 自 变量 分 量 的 求 导 顺 序 . 例如 , 当 y = 7(a)(z < 
Dc R") 具有 各 个 二 阶 连续 偏 导 数 时 , f(z) 在 zo e D 处 具有 全 二 
个 不 同 的 二 阶 偏 导数 


14.2.4 ”复合 函数 的 高 阶 偏 导 数 


对 于 复合 函数 的 高 阶 偏 导数 , 很 难得 出 一 般 性 的 公式 , 需要 逐次 求 
之 . 例如 , 设 w= f(z,y),z = p(s,t),y = 2%(s, 并 假设 所 有 涉及 的 函 
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数 均 具有 二 阶 连续 偏 导数 , 则 有 
Ou_Of dp ,of Oy 


Bs Br 5s Oy Gs’ 
Oru _ 1 (900), Pf ao gu ,of Py 
8s2 Or2 Br0y Os Os Or Os 


2 2 
of Op 总 + 针 (多 ) of 9 


OrOy Os Oy? Oy Os? 


-ef1ao af O00.0% ,Ff (0 3 
~ Or? \Os OrOy Os 6s Oy? \Os 
Of Op Of 862 


Or Os2? OQy 0s2 


例 14.2.8 ” 设 函 数 ， = f(zy, 2), 试 求 及 二 (假定 其 二 


Or? 二 
阶 偏 导数 均 连 续 ). 
Ou yi 
解 由 Co 

2 1 1 2y ,, 

3 = 到 的- 于 的 + 扫 旋 十 或 及 
y2 

= — 于 的 + 切 + 开 扩 


Ou y 和 ry y 
B707 =fi+zyf + 372 — Nh 3 
大 和 
三 Zgji 一 元 加 本 庆生 Nf 


例 14.2.9 ” 设 函 数 久 = f(7),r = V22 十 好 十 闻 , 且 假 设 v 满足 
拉 普 拉 斯 方程 
Ou Ou ou 
O72 Oyi + 
求 f(7) 的 表达 式 . 


Du Po 
解 由 末 = Je) 得 


2 3 
二 fn) 吉 十 了 一 -二 
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同 理 ， 
22 
= 
BE = f(r") s+ f(r) sr, 
z2 
ee 
2 -Po 到 + 一 二 
由 于 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 因此 有 
Ou 62 0 T+ +2 3r2 一 (z2 + 十 
和 


= 17") +27() =0. 
由 此 推出 
2 f/ 7 2 p11 A 2 I 2 /7 
VD = + = (PO + ED)) =0. 
从 上 式 我 们 进一步 推出 : 存在 常数 C', 使 得 


fj)= 忘 
对 上 式 两 边 求 不 定 积分 得 
一 C/ 人 
07) 志 +Oi= to 


其 中 C = -CC 为 常数 . 
14.2.5 “一 阶 微分 的 形式 不 变性 与 高 阶 微分 
设 Dc Rn" 是 区 域 , 函数 f(z) 在 ze 处 可 微 , 即 有 


df(z) = DD 加 


i=1 


着 对 于 Vi(1 < is 由， 红 仍 是 可 微 函 数 , 则 我 们 称 


n /n a2 
> 2 f(r) dri 
< OTkOT: 


i=1 
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为 f(z) 的 二 阶 微分 , 并 记 为 d?f(z), 即 


d?f(z) = 基站 和 Se) dt 
对 于 之 2(k e N), 我 们 可 以 归纳 地 给 出 多 元 函数 f(z) 的 阶 微分 
dy(z) = d(d ?f(z)). 
若 形式 地 记 df(z) = (二 去 -ra 当 f(z) 的 每 个 阶 偏 


导数 都 连续 时 , 我 们 可 以 将 d*f(z) 记 为 
@-( 守 六 . f(z). 
这 样 的 记号 对 于 高 阶 微分 (二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 ) 来 说 比较 容易 记 


忆 . 特别 地 , 对 于 一 个 二 元 函数 f(z,y), 若 它 各 个 大 阶 偏 导数 都 存在 且 
连续 , 则 我 们 有 


和 大 
1- (dz 让 +g 芒 ) f(a 
大 


Or f(z,Y) uk- 
-2 hari 了 dz ?dy’, 


k! 2: 
其 中 C= HE ,k), Co =1. 


现 设 f(w) = f(wi,uz,… ,um) 在 区 域 D Cc Rm 上 可 微 , 则 f(w) 
的 微分 df(w) = f'(w)dwu. 注意 到 此 时 ww 是 自 变量 . 

现在 设 w= (wi(z), uz(Z), :… ,um(2))" 是 区 域 2 c R" 上 的 一 
个 n 元 可 微 向 量 函 数 , 并 且 w(Q) c D, 则 复合 函数 f(w(z)) 在 8 处 
可 微 , 从 而 有 

df(u(z)) = 万 (u(z))w(z)dz、 

由 于 du = (wi(z2)dz, Ww(z)dz, … ，w(z)dz)7 = w'(z)dz, 因此 , 当 
4 是 中 间 变 量 时 , 我 们 仍然 有 
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df(wW = f (us) (vas = fw)du. 

以 上 讨论 说 明了 对 于 多 元 函数 的 一 阶 微分 仍 具有 形式 不 变性 . 在 
一 元 微 积分 中 , 我 们 已 经 知道 了 对 于 二 阶 以 上 的 微分 不 再 具有 形式 不 
变性 , 因此 多 元 函数 情形 也 不 可 能 具有 高 阶 微分 的 形式 不 变性 . 

例 14.2.10 ” 设 函 数 f (zy,) 具有 二 阶 连续 偏 导数 , 求 它 的 所 
有 二 阶 偏 导数 ， 

解 “在 例 14.2.8 中 我 们 曾经 直接 对 该 函数 求 过 二 阶 偏 函 数 , 现在 
我 们 利用 /的 二 阶 微分 来 求 之 . 由 

df = fld(zy) + fed (¥) 
得 
qf = (hd (zy) + Ad ($)) dey) + fd? (zy) 
+ (fa (zy) + fa (0))a(E) + /sd (¥) 


2y? 好 2y 
2 p11 7 1 1 72 
@ J 2 fi2+ 页 ja + 73f2 dz 


y 1 
+2 (ov 席 一 癌 肪 + 及 一直 及 ) aady 
1 
+ (的 +2 的 + 吉 雹 ) oy 


因此 2 2 人 
Of _ 2 2y y 2y ,, 
Bi Vf ft af + 73f2, 
Of 
OrOy 
of 


1 
By 22f1 +2f12 十 塘 /2 


y 1 
=2y 作 一 癌 作 + 玉 一 十 太 


814.3 泰勒 公式 
在 利用 高 阶 导 数 研 究 函 数 时 , 泰勒 公式 是 一 个 强 有 力 的 工具 . 对 
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于 多 元 函数 我 们 有 以 下 定理 . 

定理 14.3.1( 泰 勒 公式 ) ” 设 函数 f(z) 在 rzo = (7z9,z9,.… ,x0)€ 
R” 的 邻 域 C(zo,6o) (50 > 0) 内 具有 K + 1 阶 连续 偏 导数 , 则 对 于 
Veo+h= (79 二 jzg + ha ,+hn) EU(zo,60), 有 


n 天 
f(zo+h)=f(20) + 1 (> 起 ) f(zo) 
k=1 2 i=1 RE 
十 KF ( 起 ) f(zo + Oh), (14.3.1) 
其 中 0<.6 < 1 
证 明 ” 设 hh= (hi,hz,… ,hn) 满足 zo 十 he U(zo,6o). 构造 一 
元 函数 
y(t) = f(zo+th), te [0,1. 
由 复合 函数 求 导 公式 知 , p(t) 具有 K +1 阶 连续 导数 . 因此 , 由 一 元 函 
数 的 泰勒 公式 有 


K(k) OUK+1) 
oO) = v0 + Rte, 


(14.3.2) 


其 中 0<9<1. 注意 到 


g(t) = D> s+ - (Fs 3 (zo + th), 


三 1 


2 
02f (zo + th) 回 
p(t) = D3 Bm, hihj = (总 ) j(zo + th), 


j=1 i=1 


一 般 地 , 对 于 k=1,2,… ,K+1, 有 


n 大 
pt) = (> mn 让) f(zo + th). 
i=] 


因此 , 将 (人 = 1,2,… ,KK 十 1) 的 表达 式 代 入 式 (14.3.2), 然后 令 
t = 1 即 得 所 证 . 证 毕 . 
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注 当 f(z) 在 区 域 D 内 具有 K+1 阶 连续 偏 导数 时 , 定理 14.3.1 
中 的 余 项 


n K+1 
Rk+i(h)= Ki ba jlzo+oh) (0<0<1) 


称 为 拉 格 朗 日 余 项 , 并 称 式 (14.3.1) 为 f(z) 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 
公式 . 

推论 1 设 函 数 f(z) e CK(U(zo,60)) (bo > 0), 即 f(z) 在 邻 域 
U(zo,60) 内 具有 K(K > 1) 阶 连续 偏 导数 , zo + he U(zo,60), 则 


f(zo+h) = 1eo+ 站 ( 辣 (zo) + o(|lh|*) 
(Ik| 一 0). (14.3.3) 


证 明 ”由 定理 14.3.1 我 们 有 


f(zo + h) f+ 如 (Da 2) se 
2 


十 志 (2 4 Ba f(zo + Oh) — f(x0)), 
其 中 0<0<1. 到 
记 Rk(h = KI! (0 区 总 ) (f(zo+6bh) -flzo)). 由 f(z) 在 
U(zo,60) 内 具有 K(K > 1) 阶 连续 偏 导数 , 知 


KkK 
Rg(h) _ 放 AN 
a he “eo 次 到 f(zo +Oh) = f(z0)) = 0 


上 述 极 限 为 零 是 因为 当 |h| 一 0 时 , 和 式 中 的 每 一 项 的 系数 都 是 有 界 
的 , 而 f(z) 在 ro + 9h 处 的 每 个 K 阶 偏 导数 由 于 其 连续 性 都 趋 于 
f(z) 在 zo 相应 的 K 阶 偏 导数 . 证 毕 . 
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注 ”我 们 将 推论 1 中 的 余 项 o(|h|*) 称 为 皮 亚 诺 余 项 , 并 称 式 
(14.3.3) 为 f(z) 带 皮 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 ， 由 推论 1 我 们 可 知 , 车 
f(z) 在 zo 处 能 展 成 


f(zo +h)= Pr(hi,:: ,hn) + ollhl*) (| = 0), 


其 中 Pk 是 n 元 K 次 多 项 式 , 上 式 必定 是 f(z) 在 U(zo,60) 内 的 秦 
勒 公式 . 

现 设 f(z) 在 区 域 D 内 具有 K + 1 阶 连续 偏 导数 , 从 定理 14.3.1 
的 证 明 中 可 以 看 出 , 若 要 求 f(z) (z es D) 在 zo e D 处 的 泰勒 公式 ， 
我 们 不 必要 求 z 在 zo 的 某 个 邻 域 内 , 而 只 要 求 连接 zo 和 z 的 线段 
zo 十 t(z 一 zo)(t € [0,1]) 落 在 D 内 即 可 . 

在 定理 14.3.1 中 取 K = 0, 我 们 有 以 下 多 元 函数 的 拉 格 朗 日 微分 
中 值 定 理 . 

推论 2 ” 设 f(z) 在 区 域 D Cc Rn" 内 具有 连续 偏 导数 ， 且 对 于 
vt € [0,1], zo +t(z—z0)€ D, 则 有 


10) fe0) = 9) 


i=1 


=f "(zo + 0(2 — £0)) : (£ — 0), 


(zi 一 70) 


其 中 0<9<1. 

由 上 述 推论 2, 我 们 容易 推出 下 述 结论 . 

推论 3 ” 设 函 数 f(z) 在 区 域 Dc R" 内 的 各 个 偏 导数 均 为 0, 则 
f(z) 在 DD 内 为 常数 函数 . 

请 读者 给 出 上 述 推论 的 证 明 . 

以 后 我 们 还 常常 要 用 到 泰勒 公式 中 K = 1 的 情形 . 在 定理 14.3.1 
中 , 令 K =1, 我 们 有 


f(wo th)=f(zo+ f(z0) -kT + 3h. Hs(zo)hT + ollhl?) (nl = 0), 
其 中 
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2f(zo) Ff(z0) ~ ?f(z0) 
Or?(z0) Ori0r2 Ori0rn 
Bzjtaoj f(zo) ~ 02f(zo) 
Hj((z0))= | Oz2071 Drz3 Or207n 
Orf(zo) Frf(zo) ~ 2f(z0) 
OrnOrT1! OrnOr2 Or2 


称 为 f(x) 在 zo 处 的 海 色 (Hessi) 和 

例 14.3.1 ” 求 函数 f(z,y) = Fy 在 (1,0) 附近 带 皮 亚 诺 余 项 
的 泰勒 公式 (直到 二 次 项 ). 

解 ”对 于 这 类 函数 , 一 般 可 直接 求 偏 导 , 然后 写 出 泰勒 公式 , 但 我 
们 下 面 利用 一 元 函数 已 知 的 泰勒 公式 来 求 之 . 由 于 


(z—- D+1l-y 


f(z,9) = pe 
=[((z-D+1-y{1-(z-D)-ytl(z-1)+y 
+o((z—1?+y)} ((z-1)? + = 0), 
将 上 式 整 理 得 


fz,9) = 1—2y+2(z—1)y+2y +o((z —1) +y), ((z—1)+y — 0). 


例 14.3.2” 求 函数 f(z,y) = zez+y 在 原点 (0,0) 处 的 所 有 四 阶 
偏 导 数 . 


解 ” 由 ety 在 (0,0) 处 的 泰勒 公式 有 
f(z,y) =zecty 
K 
=z|1+》 一 多 一 人 + 由 十 o((Vz2 十 好 ))| (Veit+y — 0). 
和 = 


令 K=3, 得 
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jz,y) =T+ 7 +27y+ He 十 2z2y + zy?) 
十 He + 3273Y + 372y? + zy3) 
+o((Vz2 +9)) (Ve + 0), 
于 是 有 
C4 fF(0,0) _ 1 1 
4 Or4 6’ 4 86ry 2 4 Or20y? 2 


Ci af(00 1 C2 87(0,0) 
4 Dr6y3 


C3 341(000) _ 1 C Of(0,0) _ 1 


6” 4! Ov 


=0, 


从 而 得 
P00) 4 ay00_。 sf0.0) _, 


Or4 ” Or30y ” 8z20y2 


04f(0,0) 1 84f(0,0) 0 
8zag3 Ovy4 - 


§14.4” 隐 函数 存在 定理 


14.4.1 单个 方程 的 情形 


在 讨论 一 般 的 隐 函 数 存在 问题 之 前 , 我 们 先 来 讨论 一 下 由 一 个 二 
元 方程 确定 隐 函 数 的 简单 情形 . 设 F(z,y) = 0 是 区 域 D c R? 上 的 一 
个 二 元 方程 , 并 且 满 足 F(zo,yo) = 0, 其 中 (zo, yo) e D. 我 们 要 研究 的 
问题 是 : 何 时 方程 F(z,y) = 0 在 点 (zo,yo) 附近 能 唯一 确定 一 个 函数 
y= f(z), 使 得 f(zo)=yo, 且 F(z,f(z))=0 对 ze (zo-6,zo+6)(6 > 
0) 成 立 ? 我 们 称 这 样 定义 的 函数 y = f(z) 为 由 方程 F(z,y) = 0 所 
确定 的 隐 范 数 , 显然 这 个 问题 等 价 于 : 何 时 z = F(z,y) 的 零点 集合 在 
(zo,yo) 附近 是 Ozy 平面 内 的 一 条 曲线 , 而 且 这 条 曲线 是 y = f(z) 的 
图 像 ? 

我 们 先 来 考查 一 个 例子 . R? 中 的 单位 圆周 满足 的 方程 为 z2? 寺 y? = 
1, 我 们 可 将 其 写成 zz + 妃 - 1 = 0. 现 考虑 函数 z = F(z,y) = z2 十 
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妇 一 1. 先 看 一 个 简单 情况 , 令 (zo,yo) = (0,1), 我 们 来 考查 一 下 为 什 
么 F(z,y) = 0 在 该 点 的 附近 能 确定 一 个 隐 函 数 y = V1 二 7z2. 首先 
(zo,yo) = (0,1) 是 F(z,y) = ?十 如 一 1 的 零点 , 并 且 平 面 z = 0 与 曲 
面 z = F(z,y) 的 交 线 是 
{ z=0, 
z= 1. 


对 于 该 曲线 容易 看 出 , 对 于 0 < io < 1, 当 y 从 1--6o 连续 变化 到 1 +60 
时 , z 严格 单调 上 升 并 且 连 续 地 从 负 变 正 . 因此 , 对 于 充分 小 的 5 > 0， 
对 (56,6) 中 的 每 个 z', 曲线 


人 二 地 
{ z 一 只 2 一 1+z2 

都 有 此 性 质 . 显然 , 当 具 有 上 述 性 质 时 , F(z,y) 在 点 (zo,yo) 附近 的 零 
点 集合 刚好 是 一 个 函数 y = f(z) 的 图 像 . 而 什么 时 候 能 保证 一 个 函数 
z 二 F(z,y) 在 固定 z 时 关于 y 是 一 个 严格 单调 函数 呢 ? 从 多 元 函数 偏 
导数 的 几何 意义 容易 看 出 , 一 个 充分 条 件 是 F(z,y) 天 0. 

对 于 满足 锯 (z,y) = 0 的 点 (zo,yo), 读者 容易 发 现 此 时 未 必 有 隐 
函数 y = y(z) 存在 , 如 F(z,y) = z2 十 内 一 1 在 (10) 处 . 

下 面 的 定理 给 出 了 隐 函 数 存在 的 充分 条 件 . 

定理 14.4.1( 隐 函数 存在 定理 ) ” 设 二 元 函数 F(z,y) 在 V((zo,yo),6) 
(5 > 0) 内 满足 以 下 条 件 : 

(1) F(zo,yo) = 0; 

(2) F(z,y), (Zz,y) 在 U((zo,yo),6) 内 连续 ; 

(3) Fy (zo, yo) #0, 
则 360 > 0 (0 < 50 < 5), 使 得 在 U(zo,60) 内 存在 唯一 满足 下 述 条 件 的 
连续 函数 y = f(z): 

(a) yo = f(z0); 

(b) FE(z,jf(z)) = 0, Vz € U(zo, 60); 

(c) 如 果 本 (zx,y) 在 U((zo,yo),5) 内 连续 , 则 f(z) 在 U(zo,60) 存 
在 连续 导数 , 并 且 有 
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wy) -fz (7,f(7)) 
{0 = He fn) 

证 明 不妨 设 F(zo,yo) > 0. 由 本 (x,y) 的 连续 性 及 极限 的 保 号 
性 可 知 , 存在 0 < 51,6。 < 5, 使 得 对 于 Y (zx,y) e U(xo,61) x U(yo, 62)， 
有 

F(z,y) > 0. 
特别 地 , 若 固定 z = zo, 则 对 于 Vy e U(yo,62), 有 F(zo,y) > 0. 
此 F(zo,y) 在 U(yo,62) 内 是 y 的 严格 上 升 函数 . 注意 到 F(zxo,w0) = 
0, 我 们 可 知 F(zo,yo 一 62) < 0, F(zo,yo + 02) > 0， 再 由 F(z,y) 在 
(zo,Vo 一 62) 和 (zo,vyo 十 62) 处 的 连续 性 , 并 利用 极限 的 保 号 性 , 我 们 可 
以 找到 60(0 < io < 651)， 使 得 当 ze Ul(zo, 00) 时 , 有 
F(z,yo —62) <0, F(z,yo +62)>0. 

对 任意 给 定 的 了 Ee U(xo,60), 由 包 (z,y) > 0 推 知 , 当 ye U(yo,62) 
时 , F(z,y) 连续 地 从 负数 F(z,yo - 52) 严格 上 升 到 正 数 F(j, yo + 62) 
( 见 图 14.4.1). 因此 存在 唯一 的 ye U(yo, 52), 使 得 

F(z,9) = 0. 


这 说 明了 对 于 Y ze U(xo,60), 有 唯一 确定 的 六 与 之 对 应 . 由 函数 的 定 


义 , 若 令 立 = f(z), 则 函数 了 = f(z) 在 U(zo,60) 内 有 定义 , 并 且 满 足 
yh 
F>0 
eal ---------- 训 
加 一 如上-------~--- 
! F<0! 
0 元 i 
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(a),(b). 该 函数 的 唯一 性 由 F(z,y) 在 U(zo,60) x U(yo,62) 内 关于 y 
严格 上 升 所 保证 . 
下 面 证 y = f(z) 在 U(zo,60) 内 连续 . 任意 取 定 Ee U(zo,60), 记 
本 = f(z). 对 于 充分 小 的 = > 0, 则 有 
F(z,y5—ée)<0, F(z,y+e)>0. 


由 F(z,y) 在 (z,5 一 e) 及 (x,y 十 e) 处 的 连续 性 ， 必 存在 充分 小 的 
6'(0 < 6' < 60), 使 得 当 ze U(z,6) c U(zo,5o) 时 ,有 


F(x,yI—ée)<0, F(x,y+e)>0. 
从 上 面 关 于 隐 函 数 存 在 性 的 证 明 过 程 知 ， 当 > <e U(x,6') 时 ， 必 有 
f(z) es 三 一 < 了 +s), 即 
|f(z) — f(z)| < e. 
这 说 明 f(z) 在 U(zo, 60) 内 连续 . 

最 后 , 设 F(z,y) 在 U((zo,yo),5) 内 存在 且 连 续 , 我 们 证 明 y = 
f(z) 在 U(zo,60) 内 具有 连续 导数 . 任 取 Ee U(zo,60), 再 取 Az 充分 
小 , 使 得 到 十 Az e U(zo,6o). 记 

y= f(z), Ay= f(T+Ar)— f(z). 
由 多 元 函数 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 , 3 0 < 9 < 1, 使 得 下 式 成 立 : 
0=F(T+ Az,y+ Ay) — F(z,y) 
=F(T+0Az,y +0AY)AT+ F(T+OAMZ,YT+ OAMY)AY. 
再 由 FE(z,y) #0((z,y) EU((zo,yo),0)), 得 


Ay -F(Z+0Az,y+0AMY) 
Ar Fi(z+0Ar,T+OAY) 


令 Az 一 0, 由 刁 (z,y) 及 本 (x,y) 的 连续 性 得 
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pe F(x, f(z 
mm- 明志 
从 上 式 可 以 看 出 f(z) 在 U(zo,60) 内 连续 . 证 毕 . 

关于 隐 和 函数 存在 定理 , 我 们 要 注意 以 下 几 点 : 

注 1 隐 和 函数 存在 定理 是 一 个 具有 重要 理论 价值 的 定理 , 这 在 许 
多 后 续 课程 中 读者 将 会 有 所 体验 ， 值得 指出 的 是 , 在 定理 的 条 件 下 ， 
f(z,y) = 0 所 确定 的 隐 函 数 是 局 部 存在 的 , 并 且 定 理 的 结论 只 给 出 了 
存在 性 . 在 很 多 情况 下 , 我 们 未 必 能 找到 解析 式 y = f(z) 来 表示 这 个 
隐 函 数 . 例如 , 对 于 开 普 勒 (Kepler) 方程 


y—-xz—-esiny=0 (0<s<1)， 


容易 验证 它 在 (-co, +co) 上 能 确定 函数 y = f(z), 但 人 们 却 无 法 写 出 
y = f(z) 的 解析 式 . 

注 2 ”定理 14.4.1 只 是 给 了 隐 函 数 存在 的 一 个 充分 条 件 , 车 对 定 
理 证 明 过 程 加 以 分 析 , 读者 容易 举 出 例子 来 说 明 , 当 F(z,y) 不 满足 定 
理 的 条 件 时 , 有 时 也 可 以 唯一 确定 一 个 隐 函 数 ( 见 本 章 习 题 ). 

在 隐 函 数 存在 定理 中 , 将 F(z,y) 的 > s U(zo,6) 换 成 R" 中 的 点 
Ze U(lzo,5)(5 > 0) 时 , 相应 的 隐 函 数 存在 和 唯一 性 的 结论 不 仅 成 立 ， 
而 且 其 证 明 与 定理 14.4.1 的 证 明 相 似 . 下 面 不 加 证 明 地 给 出 此 结论 . 

定理 14.4.2( 隐 范 数 存在 定理 ) 记 z = (zi1,72,… ,Zn),zo = 
(zz ,79) E R", 假设 函数 F(x,y) = 下 (zizz ,zwg) 在 
U(zo,5) x U(yo,6)(6 > 0) 内 有 定义 , 并 且 满 足 

(1) F(zo,yo) = 0; 

(2) F(z,y) 和 F(z,y) 在 U(zo,6) x U(yo,6) 内 连续 ; 

(3) Fy (zo, yo) #0, 
则 3 60(0 < io < 5), 使 得 在 U(zo,50) 内 存在 唯一 满足 下 述 条 件 的 连 
续 函 数 y = f(z): 

(a) yo = f(z0); 
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(b) 对 于 vz € U(zo, 60), F(z, f(z)) = 0; 

(c) 如 果 F(z,y) 在 U(zo,5) xU(yo,5), 内 存在 各 个 连续 偏 导数 , 那 
么 y= f(z) 在 U(zo,60) 具有 各 个 连续 偏 导 数 , 并 且 对 于 ;= 1,2,… ,n 
及 Yz eU(zo,jo), 有 


Of(z) _ Fs,(T1,72,.*. ,Zn,Yy) 其 中 y f(z). 


Ori F(z1, 722 ,Tn Y) 


注 ”在 定理 14.4.1 和 定理 14.4.2 中 , 若 F(z,y) (或 F(z,y)) 除了 
满足 相应 定理 的 条 件 外 , 再 假设 它们 具有 各 个 高 阶 偏 导 数 , 从 隐 函 数 的 
一 阶 导数 或 偏 导 数 的 表达 式 直 接 看 出 , 所 确定 的 隐 函 数 也 具有 相应 的 
高 阶 导数 或 高 阶 偏 导数 . 

例 14.4.1 设 z = z(y,z),y = y(z,z),z = z(z,y) 都 是 由 方程 
下 (zx,y,z) = 0 确定 的 隐 函 数 , 并 且 它 们 具有 连续 偏 导数 . 证 明 : 


(2) ar bz 0 0 60z 9z 
ay 0z Or sz sr Oy 
证 明 (1) 因为 
az 书 Zy3 Oy F(Z,y,2) Oz F(z,Yy, 2) 


Oy F(zy2) Oz F(Zy2) Or F(z,y,2)’ 
所 以 


(2) 由 (1), 又 因为 
8z Fwyd) Oy__ Fwyz) Or F(z,y2) 


Bz Fmyz) Or FY) Oy F(z,y,2) 
所 以 


HNN) 
Oy Oz Or Oz Or Oy 


注 ”在 一 元 微分 学 中 , 当 y 是 z 的 函数 时 ， 于 可 以 看 成 是 dy 与 
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dz 的 商 . 上 例 说 明 , 在 多 元 微分 学 中 , 当 2 = ffz,y) 可 信 导 时 ,52 则 
是 一 个 整体 记号 . 

例 14.4.2 ”证 明 在 (0,0,0) 的 邻 域内 方程 

—27+Yy—7z+Y +z+sinz=0 (14.4.1) 

确定 隐 函 数 z = f(z,y), 并 求 f(z,y) 在 (0,0) 处 带 皮 亚 诺 余 项 的 泰勒 
公式 (直到 二 次 项 ). 

解 ” 令 FF(z,y,z) = 一 25+y 一 2Z2 十 十 z 十 sinz, 则 下 (z,y,z) 具有 各 
阶 连续 偏 导数 且 满 足 F(0,0,0) =0 和 FF(0,0,0)=1+cos0=2 关 0. 因 
此 F(z,y,z) =0 在 (0,0,0) 的 某 一 邻 域 内 唯一 确定 隐 函 数 z = f(z,y)， 
并 且 f(z,y) 在 该 邻 域内 具有 各 阶 连续 偏 导 数 . 

注意 到 f(0,0) = 0, 因此 z = f(z,y) 的 泰勒 公式 具有 下 述 形式 : 


f(zY) =ar+ oy + bz? + bi2ry + by + oz +y) (14.4.2) 
(Vz? + = 0), 
其 中 ai,bij(i,j = 1,2) 为 常数 . 由 于 


sinz =z+o(|z|?) 


=a1T + a2y + blz? + bi27y + b22y? + o(7? + yf) (14.4.3) 
(Vz+R 0), 
将 式 (14.4.2), (14.4.3) 代入 式 (14.4.1) 得 
-27 4HY— T+ +2017+2a2y +2bi17+ 2bi27y+2b22y + or +y)=0. 
由 此 推出 
(2a1—2)z+(2a2+1)y+(2b11—1)z2+2bi2zy+ (2b22+1)y +o(z2+y)=0, 


从 而 有 


1 1 
学 三 < 0 = 
ai 三 1，a2 ， bi 2 b2 b22 3 
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这 样 我 们 就 求 出 了 如 下 f(z,y) 的 带 皮 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 : 
f(z,y) =7— By+ 3 一 3 +olz2 +32) (Vr? + — 0). 
14.4.2 ”方程 组 的 情形 


我 们 下 面 来 考查 两 个 方程 所 组 成 的 方程 组 


| = 0， 
G(x,u,v)=0 


何 时 能 在 (zo,uo,vo) 的 邻 域内 确定 u,v 是 z 的 函数 ， 对 一 个 方程 
F(z,y) = 0 的 情形 , (zo,yo) 关 0 起 着 重要 作用 . 因此, 当 我 们 考虑 


向 量 通 数 i 
2 TU,V 
( Z2 ) ( end 
时 , 若 将 z 看 做 常量 , 它 在 (x0,wo,vo) 处 关于 (u,v) 的 导数 将 起 着 隐 函 
数 存在 定理 中 开 (zo'y) 的 作用 . 注意 到 此 时 该 导数 是 (2* 2 ) 


(Zo,uo,v0) 


4 G9 
由 于 要 确定 两 个 隐 函 数 , 因此 该 雅 可 比 矩 阵 应 该 是 非 退化 的 , 即 
有 FF 
0. 
Gu Gu (wouo,vo) 


对 于 上 述 问题 , 我 们 有 以 下 一 般 性 的 定理 . 
定理 14.4.3( 隐 函数 组 存在 定理 ) ” 设 向 量 函 数 


F(z,u) = (F(Z,u), Fa(z,u), , Fm(T,u)) 


在 U(zo,6) x U(wo,6) (5 > 0) 内 有 定义 , 其 中 z = (zi1,22,… ,zn) E 
U(x0,6); Ww = (Wi, U2,… ,Um) E U(wo,6), 并 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) Fj(zo, Wo) = 0, 7 = 1 2 ,m; 

(2) 对 于 j=1,2,… ,my 万 (zu) 以 及 它 的 各 个 偏 导数 在 U (x0, 5)x 
U(wo,6) 内 连续 ; 
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O(F, Fa,::. , Fm) 
Diua ,Um) 


(3) #0, 


oruo) 
则 3 60(0 < 50 < 5), 使 得 在 U(xzo,60) 内 存在 唯一 的 mm 维 n 元 向 量 函 
数 


f(z) = (hz) zz) 和 (m))， 
满足 
(a) wo = ( 记 (zo), 户 (zo) ,jn(zo)); 
(b) 对 于 VJ(L< Js 和 mm) 及 vaz seUlzo,5o), 有 
下 (zz, 亡 (z) Jom(z))=0; 


(c) f(z) 的 每 个 分 量 函数 方 (z) 0 = 1,2,… ,mm) 在 U(zo,60) 内 


存在 连续 偏 导数 , 记 


OF(z,u) 9Pm(rzz) Pi(z,u) 

Or1 Or2 Br 
OFz(z,u) OF2(z,u) OF,(z, u) 

A= az Drzz Orn 
OFmn(z,u) AFn (ZT,u) OFn (ZT, u) 

Or1 Or2 Orn 
oF(z,u) OF(z,u) OF (x, u) 

Bui Ouz Oum 
OFz(z,u) AF,(z,u) OF2(z, u) 

3s Ou Ou2 Oum 
OFmn(z,u) OFmn(z,u) OFmn(T, u) 

ou Ou2z Oum 


f(z)= -B.A, 
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其 中 矩阵 B71! 为 B 的 逆 矩 阵 . 

证 明 ”为 了 证 明 本 定理 , 可 以 对 m 作 数学 归纳 法 . 对 站 = 2 的 
证 明 是 本 质 的 , 而 对 m > 3 的 证 明 则 只 具有 形式 的 复杂 性 . 在 此 我 们 
只 给 出 m = 2 的 证 明 . 


由 于 
oO(F, F2) | Ou Ou £0 
ava) liao) | OB OB : 
Ou Du2 (wouo) 


不 失 一 般 性 , 我 们 假定 2 oo) 关 0， 记 uo = ( 虽 , 码 )， 由 定理 
14.4.2 知 , 3 61(0 < 61 < 9)， 在 F(z,u1,u2) = 0 在 U(zo,6i) x 
U(w9,51) 内 唯一 确定 一 个 函数 
22 = g(2, u1), 
满足 
Fa(z,u1,g9(2,u1)) =0, v2 = g(ro,u)), 
且 g(z, wi) 在 该 邻 域内 具有 各 个 连续 偏 导数 . 将 us = g(z,w1) 代入 方 
程 记 (z,wui,w2) = 0, 得 到 一 个 关于 (zx,wi) 的 方程 
H(z, ui1) 全 Fi(z,u1,g9(z,u1)) = 0. 
由 于 


OH _OF OF Og(z,u) 
Ou Ou! Buz Du 


| 
Ou Du2 Oui/ Du2 

_ 1 On,F) 

Ok Blu,u2)’ 
Ouz 
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我 们 有 
OH(zo,u) _ 1 . O(n, Fo) £0 
nu DFP2(zouu) OO(u1,u2) ” 
一 一 一 一 一 一 一 (zo,ud ,u9) 
Ou2 


因此 360(0 < 50 < 51), 使 得 吾 (z,w) = 0 在 U(zo,6o) 内 唯一 确定 一 
个 函数 wi = fi(z), 满足 w= 户 (zo), 且 


Fi(z, fi(z), g(z, f1(7)) = 0. 


现 记 
w= f(z), v2 = fo(z) = g(r, f(z)), 


则 在 U(zo,60) 内 , 有 


人 =0, 
F2(z, fi(7), f2(2)) = 0 


和 wo = ( 户 (zo), 户 (zo)). 再 由 F(z,w) 具有 各 个 连续 偏 导数 , 我 们 可 
以 推出 万 (z), jz(z) 在 U(zo,60) 内 具有 各 个 连续 偏 导 数 (从 而 fi(z) 
与 户 (z) 在 该 邻 域内 连续 ). 

对 于 Vi(1 < i < n), 利用 复合 函数 的 求 导 法 则 有 


om om oh OF op _ 
| Ori 多 Ou: ori a Bu Dri 0, 

OF OF oh om op _ 

Ori 5 Ou! Oxi 二 Duz Ori 0 


将 上 式 写 成 向 量 形式 有 


8 96 \、/ oh on 
Ou uz zi E Oxi 
or or |(og]) (ou) 
Ou Ou Dri Ori 


因此 有 
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or! OF of Of Of 
ul Ou2 Or! Orz» Orn 
OF OF afp op | of2 


Ou Du2 Drl Ozr2 和 Orn 
PRY zl Or2 Orn 
zl Or2 Orn 
由 此 得 
of Bf Of 
zl Or2 Orn 
zl O72 Orn 
Om OF \ /8 On OF 
__| Ou eu ar ar Or 
本 OF OFz oF OF | 
Dul Ouz Drl Or2 . Orn 
现 证 所 确定 的 隐 函 数组 是 唯一 的 . 事实 上 , 倘若 由 
F(z,u1,u2) = 0 
在 U(zo,60) 内 确定 另 一 组 函数 
Ps 
wu2 = fo(7), 


并 且 它 们 仍然 满足 定理 结论 (a), (b) 和 (c), 则 容易 看 出 i 与 户 , 户 
与 户 在 该 邻 域内 具有 相同 的 各 个 偏 导数 , 从 而 fi(z) 二 及 (2), jz(z) 一 
疡 (z) 在 U(zo,5o) 内 均 为 常数 函数 ， 但 它们 在 zo 处 有 及 (z0) = 
户 (co), f2(z0) = 户 (co), 因此 在 U(zo,60) 内 有 户 (z) = 有 (2), fo(z) = 
户 (z). 证 毕 . 
例 14.4.3 ”证 明 方 程 组 
人 三 名 


(14.4.4) 
ut+v+Zz+y=0 
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在 (zo,yo,uo,tzo) = (1,1, 一 1, 一 1) 的 某 个 邻 域 UV((1,1, -1 一 1),60)(60 > 
0) 内 确定 隐 函 数组 
{ = u(z,Y), 
v= (2,Y), 
并 在 该 邻 域内 求 江 ， 2 
解 站 zo= 性 1, 一 1, 一 1) 满足 方程 组 (14.4.4). 记 
F(Z,y, uv) = 272+ + v2, 
G(T,Yy, U,V) = ut+v+2+Yy, 
则 互 G 都 具有 连续 偏 导数 , 且 
oa(F, 2u —2v 
au) | 1 1 


=-2—-2=-4#0. 


zo 


因此 , 3 bo > 0, 使 得 方程 组 (14.4.4) 在 U((1,1, 一 1, -1), 50) 内 唯一 确 
定 隐 函数 组 
{ v= (ZY), 
v =v(7,Y), 
并 且 wu(z,y) 与 v(z,y) 在 U((1,1),60) 内 存在 连续 偏 导 数 . 下 面 我 们 来 
求 偏 导数 . 对 方程 组 (14.4.4) 微分 得 
{ 2zdz + 2ydy + 2udu — 2vdv = 0, 


(14.4.5) 
dut+dvt+dz+dy=0. 


令 dy =0, 得 
{2 一 vdu = 一 zdz， 
du 十 du = 一 qd7. 


从 中 解 出 du = -Edz, 从 而 强 = -十 在 方程 组 (14.4.5) 中 
令 dz = 0, 即 得 

udu — vdv = —ydy, 

1 


Qu _ yu 
从 而 可 求 出 地 


utv 
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14.4.3 ” 逆 映 射 存在 定理 


对 于 一 个 可 微 映 射 , 如 何 确 定 它 的 逆 映 射 的 存在 性 呢 ? 隐 函数 组 
存在 定理 可 以 给 出 一 个 连续 可 微 映射 局 部 存在 逆 映 射 的 充分 条 件 . 
定理 14.4.4( 逆 映射 存在 定理 ) ” 设 


Y= (0 Yn) = (万 () 户 jz))=7m) 


是 区 域 D Cc R" 到 区 域 2 c R" 的 一 个 C1 映射 , 并 且 在 zoe D 处 有 
(fi,f2,.… ,fn) 
(zlza，… ,Zn)|。 
记 yo = f(zo), 则 存在 zo 的 邻 域 U(zo, io) C D, 使 得 映射 y = f(x) 
是 U(zo,6o) 到 7j(U(zo, 5o)) 的 C1 同 胚 映射 (变换 ), 其 中 7(Z(zo,5o) 
是 包含 yo 的 一 个 区 域 . 
证 明 对 于 7=12 mu 记 万 (cy) 二 yi 一 了 (7Z), 并 考虑 下 面 
m 个 方程 组 成 的 方程 组 


#0. 


F(z,y) =0, 
F2(z,Yy) = 0, 


Ji Y) SD. 
由 定理 条 件 知 它们 满足 
(1) 对 任意 的 j(1 < j < n), 万 (zo,yo) = 0; 
(2) 36' > 0, 对 任意 的 j(1 < j < m), 使 得 厂 (z,y) 在 U((zo,yo),6') 
内 具有 连续 偏 导数 (因此 五 (z,y) 在 该 邻 域 连续 ), 并 且 
O(F, Fo,.:. , Fn) 0(fi, fo,.…: ;fn) 
O(Z1, 72,.** ,Tn) (coyo) O(Z1, 72,.** ,Tn) |zo 
因此 由 定理 14.4.3 知 , 在 yo 的 某 个 邻 域 UV(yo,651)(0 < 51 < 0) 内 存在 
一 个 n 维 向 量 函数 


=(-1)" £0, 


z= g(y) = (9g1(Y),.… ,gn(Y)), 
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满足 zo = (gi(yo),… ,gn(yo)) 和 


1 — f(g91(y),* ,gn(y)) =0， 


yn — fn(g1(Y),*: ,gn(y)) = 0, 


并 且 (gi(y),… ,gn(y)) 在 U(yo,51) 内 具有 各 个 连续 偏 导数 ， 上 面 的 
nn 个 等 式 同 时 表明 , 在 U(yo,51) 内 f(g(y)) = y, 即 zz = g(y) 是 
2 = jf(z) 的 逆 映 射 . 我 们 从 定理 14.4.3 推 知 了 (zx)g'(y) = 至 (n 阶 单 
位 矩阵 ), 因此 由 | 产 (z0)| 关 0 有 g'(yo) = [f(zo)] -1 从 而 g(y) 在 yo 
处 的 雅 可 比 行列 式 也 不 为 零 . 如 果 将 f(z) 与 g(y) 的 地 位 对 换 , 则 在 
zo 的 某 个 邻 域 UV(zo,51)(0 < 6 < 6') 内 存在 g(y) 的 逆 映 射 , 显然 该 
逆 映 射 是 f(z). 

现 证 存在 zo 的 邻 域 U(xo,60), 使 得 f(z) 是 U(zo,5o) 到 区 域 
f(U(zo,60)) 的 C1 同 胚 映射 . 首先 取 52(0 < 62 < 81) 充分 小 , 使 得 对 
于 vz e U(zo,62), f(z) 在 z 处 的 雅 可 比 行列 式 不 等 于 零 . 下面 我 们 
证 明 , 对 于 Yz' e U(zo,62) 及 任何 包含 z' 的 开 集 Uw,, f(z') 是 f(Us) 
的 内 点 . 由 于 我 们 证 明 该 事实 只 是 利用 f(z) 是 C1 映射 ,并 且 它 在 x 
处 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 , 容易 看 出 , 我 们 只 要 对 zo 证 明 上 述 结论 即 
可 . 任 取 包含 zo 的 开 集 Uw, 则 由 g(y) 在 yo 处 的 连续 性 , 存在 yo 的 
邻 域 U(yo,63)( 当 然 是 开 集 ), 使 得 g(U(yo,63)) Cc Uz。o. 因此 有 


U(yo, 53) = f(g(U (yo,63))) C fF (Uzo). 


再 注意 到 连续 映射 将 连通 集 映 成 连通 集 , 因此 f(U (zo,62)) 是 一 个 包 
含 yo 的 区 域 . 同 理 , 365(0 < 6 < 5:), 使 得 g(U (yo,6)) 是 包含 zo 
的 一 个 区 域 . 因此 取 560(0 < 60 < 弘 ) 充分 小 , 使 得 f(U (zo,60)) Cc 
U(yo,69), 则 f(U (zo,60)) 是 Rn" 中 包含 yo 的 区 域 . 由 于 在 U(zo,60) 
满足 g(f(z)) = z, 并 且 了 在 U(zo,60) 内 是 C1 映射 , g(y) = f(y) 
在 f(U(zo,60)) 内 是 Cl 映射 , 因此 f(z) 是 U(zo,6o) 到 f(U (zo, 60)) 
的 C1 同 胚 映射 (变换 ). 证 毕 . 
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从 北上 映射 存在 定理 的 证 明 可 知 , 如 果 一 个 n 维 n 元 向 量 函数 


y =f(2) = (fi(2), f(z),.. ,fa(2) 
在 区 域 D c R" 内 具有 连续 偏 导数 , 并 且 对 于 vz es D, 了 '(z) 非 退 化 ， 
即 它 的 雅 可 比 行列 式 于 0, 则 局 部 总 存在 逆 映 射 ， 


1, 72，…… ,Tn) 


因此 了! i 另外 , 由 于 此 时 y = f(z) 是 连续 函数 ， 
此 推出 f(D) 为 一 个 区 域 . 

注 1 当 一 个 n 维 nn 元 向 量 函 数 y = f(z) 在 区 域 D C R" 内 具 
有 连续 偏 导数 , 并 且 对 于 vz e D 有 |f'(z)| 关 0 时 , 我 们 仅仅 能 推出 
4 = f(z) 是 局 部 同 胚 映射 , 但 不 能 推出 它 是 D 到 f(D) 的 整体 同 胚 映 


射 . 例如 : 
( ) = ( ee (oy) eR 
v eT siny 


是 R? 到 R2\{(0,0)} 的 映射 , 对 于 Y(z,y) < R?, 有 


Ou,v) 
(zy) 


eTcosy 一 ez siny 


=e” #0, 
ezsiny ecosy 
因此 该 映射 局 部 总 是 同 胚 映 射 . 由 cosy 及 siny 的 周期 性 , 上 述 映射 
显然 不 是 R? 一 R2\{(0,0)} 的 同 胚 映射 . 

注 2 ”对 于 逆 映 射 存在 定理 , 我 们 容易 举例 说 明 , 如 果 仅仅 要 求 
存在 逆 映 射 , 而 不 要 求 逆 映射 具有 连续 偏 导数 , 雅 可 比 行列 式 不 为 零 的 


条 件 不 是 必要 条 件 . 例如 ， C) (”) 是 R? RR? 的 同 胚 映射 事 


实 上 , 它 的 逆 映 射 为 G) 2 ( 但 在 (0,0) 处 有 浅 2 由 


此 例 同时 说 明了 当 到 & 多 ) 不 是 处 处 存在 时 , 仍然 具有 连续 的 逆 
映射 
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14.5.1 ”通常 极 值 问题 


在 一 元 函数 中 , 我 们 利用 导数 讨论 了 函数 的 极 值 . 在 本 节 中 , 我 们 
来 讨论 多 元 函数 的 极 值 问题 . 对 于 多 元 函数 来 说 , 极 值 的 定义 与 一 元 函 
数 是 相似 的 . 

定义 14.5.1 ” 设 函 数 v = f(z) 在 区 域 D 内 有 定义 , zo e D, 车 
存在 zo 的 邻 域 U(zo,io) Cc D(io > 0), 使 得 当 re U(zo,60) 时 , 有 
f(z) < f(zo), (或 f(z) > f(z0)), 则 称 f(z) 在 zo 处 取 极 大 值 (或 极 
小 值 ), zo 称 为 f(z) 的 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 ). 如 果 上 述 不 等 式 为 严 
格 不 等 式 , 则 称 zo 为 f(z) 的 严格 极 大 值 点 (或 严格 极 小 值 点 ). 

对 于 一 个 二 元 可 微 函 数 z = f(z,y)((z,y) e D), 一 般 来 说 它 的 图 
像 是 一 块 曲面 从 几何 上 来 看 , 车 (zo,yo) e D 是 > = f(z,y) 的 极 值 
点 , 则 (zo,yo, f(zo,yo)) 是 曲面 上 局 部 的 最 高 点 或 最 低 点 .显然 , 对 于 
曲面 上 的 任何 一 条 过 (zo,yo, f(zo,yo)) 的 曲线 卫 , 该 点 也 是 在 它 附 
近 的 最 高 点 或 最 低 点 . 当 在 该 点 具有 切线 时 , 它 的 切线 应 该 平行 于 
Oxy 平面 . 所 以 , 当 z = f(z,y) 在 (zo,yo) 处 可 微 时 , 有 

Of (zo,yo) _ Of (zo, yo) 
Dr Oy 
即 f'(z0, yo) = gradf (zo0) = 0. 

定理 14.5.1 ” 设 函 数 f(z) 在 区 域 D Cc Rr" 内 有 定义 ,wo = 
(zz , 209) € D, 再 设 f(z) 在 zo 处 取 极 值 并 且 f(z) 在 该 点 关于 
zi(1 si 和 站 可 偏 导 , 则 有 2 za) 0. 特别 地 , 若 ftz) 在 该 点 可 向 
则 f'(xo0) = 0. 

证 明 ”在 定理 的 条 件 下 , 一 元 函数 


二 6 


Fi(zi) = f(z9, ,TE TT 2) (1 Sign) 


96 ”第 十 四 章 多 元 微分 学 


在 z? 处 取 极 值 , 因此 


如 同一 元 函数 , 对 于 一 个 n 元 可 微 函数 f(z), 芳 "(zo0) = 0, 则 称 
zo 为 f(z) 的 一 个 驻 点 或 临界 点 . 因此, 对 可 微 函 数 f(x) 而 言 , f(z) 
的 极 值 点 一 定 是 驻 点 , 但 反 命题 一 般 不 真 . 

例如 , f(z,y) = 如一 7 在 (0,0) 处 显然 不 取 极 值 (如 图 14.5.1 所 
示 , 该 函数 的 图 像 在 原点 附近 有 点 像 一 个 马鞍 , 因此 人 们 称 之 为 马鞍 
面 ). 当 一 个 可 微 函数 f(z) 的 驻 点 不 是 极 值 点 时 , 该 驻 点 也 称 为 f(z) 
的 一 个 鞍点 . 


图 14.5.1 


在 研究 一 元 函数 的 极 值 问 题 中 , 我 们 曾经 利用 它 的 高 阶 导 数 来 判 
别 驻 点 是 否 为 极 值 点 ， 对 于 多 元 函数 , 我 们 也 可 以 利用 高 阶 偏 导数 来 
讨论 其 极 值 问题 . 由 于 多 元 函数 高 阶 偏 导数 的 复杂 性 , 我 们 只 考虑 涉及 
二 阶 偏 导数 的 情形 . 

定理 14.5.2 ” 设 函 数 f(z) = f(z1,72,… ,zn) 在 区 域 D Cc Rn 
内 具有 二 阶 连续 偏 导数 , 且 f(z0) = 0 (zo e D), 再 设 f(z) 在 zo 处 
的 海 色 矩阵 豆 f(zo) 为 满 秩 和 矩阵, 则 

(1) 当 五 j(zx0) 正定 时 , f(z) 在 zo 处 取 极 小 值 ; 
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(2) 当 五 (zo) 负 定 时 , f(z) 在 zo 处 取 极 大 值 ; 

(3) 当 五 jy(zo) 不 定时 , f(z) 在 zo 处 不 取 极 值 . 

证 明 ”在 zo 的 充分 小 邻 域 U(zo,6o)(5o > 0) 内 , f(z) 有 泰勒 公 
式 


jlz) =f(e0) + f(so)( — zo) + (2 — zo)H/ (eo)(e -ao 
+olle -mo 加 

加 1(z 一 zo) (z 一 zo)T 

了 [oz 

+o(lz — zof?) (lz 一 zol 一 0) 


五 T(zo) |z — zol? 


对 于 yz € Uo(z0,60), 记 mm = 之 一 20, 则 |z' = 1， 由 于 


一 zz 中 
z/' 百 f(zo)zT 是 S(0;1) = {z' : lz = 1} 上 的 一 个 连续 函数 , 注意 
到 S(0;1) 是 紧 集 , z' 吾 f(zojzT 在 5(0;1) 上 取 到 最 大 值 M 和 最 小 值 


m. 
(1) 当 五 f(zo) 正定 时 , 对 任意 非 零 向 量 = - zo 均 有 
(z — zo)Hj(zo)(z 一 zo)7 > 0， 
因此 有 mm > 0, 从 而 存在 0 < 51 < 60, 使 得 当 ze UVo(zxo0,61) 时 , 有 


(z 一 zo)T 
Iz — zol 


ja) =f (oo) + $= 


五 f(zo) 


le — zof? + ol ~ zol?) 
>f(z0) + Tle — ol? > f(z0). 
这 就 证 明了 /f(z) 在 zo 处 取 极 小 值 . 


(2) 当 五 j(zo) 负 定 时 , 有 M < 0. 因此 , 存在 0 < 5。< 60, 当 
ZE Uo(z0,62) 时 , 有 


(2 — wo)™ 
Iz — zol 


(z 一 zo) 
z— zol 


f(s) =f(z0) + 3 Hj(e0) jz ~ zol? + olle ~ zo?) 


<f(w0) + Tle of < f(zo). 
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这 就 证 明了 f(z) 在 zo 取 极 大 值 . 

(3) 当 五 fr(zo) 不 定时 ,有 mm < 0,M > 0. 

任 取 zi e R", 使 得 (zl 一 (pi wo) yy (Cao) (Cie) = m, 则 对 充分 
小 的 有 |z1 一 zol |z1 — zol 
小 的 上 > 0， 


f (wm Fe 2 ) = f(zo)+ 3me + o(t?) 


|z1 一 zol 


< jleo) + Ymt? < Jeo) 


再 取 z2 e Rn, 使 得 (z2 二 zo) Fi(a ) 和 二 zo)”_ jy, 则 对 充分 小 的 
|z2 一 zol — zol 
t>0, 有 


(v0+ tee =8%) ) = (eo) + $Me + ole’) 


> f(z0) + 了 ME > la) 


这 说 明 f(z) 在 zo 处 不 取 极 值 . 证 毕 . 

在 代数 课程 中 , 有 关于 五 /(zo) 正定 、 负 定 和 不 定 的 判定 法 则 , 在 
这 里 我 们 就 不 再 袭 述 了 . 我 们 经 常用 到 n = 2 的 情况 , 下 面 给 出 定理 
14.5.2 在 R? 情形 下 的 特殊 形式 . 

推论 ” 设 函 数 f(z,y) 在 区 域 D c R? 内 具有 二 阶 连续 偏 导数 ， 
(zo,yo) e D, 再 设 f'(z0,yo) = 0, 且 记 


Of OF 

Or? Or0y py 
Hj(z0,yo) = gf ez/ 代 2 人 

ozoy Oy (zo,yo) 


则 
(1) 当 4>0 人 |=4C -Br >08, ye 在 (zo,yo) 处 
取 极 小 值 ; 
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@ 当 4<o| 人 |=4C 一 司 >0 时 , (my) 在 (zoww) 处 
取 极 大 值 

(3) 当 | 和. 人 |=4c-B < 0 时, f(z,y) 在 (zo,go) 处 不 取 极 
值 . 


例 14.5.1 试 求 函数 f(z,y) = 7T? 十 3zy 十 3y? 一 6z 一 3y 的 极 值 . 
解 由 


fs(Z,Yy)=27+3y -6=0, f(z,y)=37+6y-3=0 
得 唯一 驻 点 (9, -4), 再 由 于 


faz(TYy) =2, foy(7,Yy) =3, fyy(z,y) =6, 


从 而 
f%(9, -4) =2>0, 
fs(9,-4) 篇 8 -| -|23| -so 
4,(9,-) (9,- 区 | 13 6 


因此 f(z,y) 在 (9, -4) 处 取 极 小 值 -21. 因为 f(z,y) 在 R? 处 处 可 微 ， 
所 以 (9, -4) 是 f(z,y) 的 唯一 极 值 点 . 

例 14.5.2 菜 工 厂 生产 一 批 长 方 体 无 盖 盒子 , 要 求 其 体积 为 1m3， 
盒子 的 底 的 厚度 是 侧面 厚度 的 三 倍 . 问 : 如 何 设 定 盒子 的 长 、 宽 、 高 才 
能 使 得 用 料 最 省 ? 

解 ” 设 盒子 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 z,y,z, 并 令 


F(zx,Yy,2) = 3zy 十 2yz 十 2zz. 
由 于 盒子 的 体积 为 1m3, 即 zyz = 1, 因此 , 若 令 


站 :二 
se) =32y+2 (F+3), 
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则 本 题 的 最 值 问 题 转化 成 求 5(z,y) 的 最 小 值 问题 . 由 


OS(T,Yy) _ 2 OS(z,Yy) 2 
Or yd Oy 8 
1 s/ 2 
解 得 z=y = 了 


由 于 该 实际 问题 总 是 存在 最 小 值 , 且 (i 六 是 Se, 唯一 
的 驻 点 , 因此 它 是 S(z,y) 的 极 小 值 点 , 且 stz,y) 必 在 该 点 取 最 小 值 
所 以 当 z 二 y= NE 于 从 时 可 使 用 料 最 省 . 
我 们 也 可 以 由 5(z,y) 的 海 色 矩 阵 的 正定 性 来 判断 该 点 为 极 小 值 
sf 
点 事实 上 ,在 ( 诉 肖 ) 处 , S(z,y) 的 海 色 矩阵 为 


人 


容易 看 出 它 是 正定 的 , 从 而 ( 诉 汉 ) 为 Stz, 的 极 小 值 点 


例 14.5.3 设 (zk,yr)(k = 二 1,2,…,K) 为 R? 内 K 个 两 两 不 同 
的 点 , 且 它 们 不 同 在 Oxy 平面 内 的 一 条 垂直 于 z 轴 的 直线 上 . 证 明 : 
K 


存在 唯一 直线 Lo : y = az +b, 使 得 函数 f(s,t) = D (smx +t 一 灵 > 在 
(a,b) 处 达到 最 小 . k=1 
证 明 ”显然 f(s,t) = > (szk +t 一 水 )? 在 R? 中 处 处 可 微 . 由 


k=1 

K 
of 
90f t— Yk) = 
?2 mr(ore+ yk) = 0， 


K 
Hf 2D smn tt wm)=0 


k=1 
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> 


k=1 


由 此 求 出 上 述 方程 组 的 解 为 


由 于 该 问题 中 的 最 小 值 总 是 存在 的 , 且 f(s,t) 只 有 唯一 的 驻 点 (a,5b)， 
因此 (a,6) 必 为 f(s,t) 的 最 小 值 点 . 

在 上 述 例子 中 , 已 知 平面 R? 内 K 个 不 落 在 一 条 垂直 于 z 轴 的 直 
线 上 的 点 , 求 满足 定理 条 件 的 唯一 直线 y = az + 5 的 方法 称 为 是 最 小 
二 乘法 . 

14.5.2 ”条 件 极 值 问题 


为 了 导出 条 件 极 值 问 题 , 我 们 先 来 看 一 个 例子 . 

设 TC R3 是 一 条 曲线 , 现在 要 求 它 到 原点 的 最 短 距离 ， 为 了 求 
解 此 问题 , 我 们 可 令 f(z,y,z) = Vz2 十 好 二 22, 该 函数 表示 了 R3 中 
任 一 点 到 原点 的 距离 . 于 是 该 问题 转化 为 : 当 (z,y,z) 在 上 变化 时 ， 
求 f(z,vy,z) 的 最 小 值 . 实际 上 , 这 是 (z,y,z) 在 上 变化 的 条 件 下 ， 
求 f(z,y,z) 的 极 小 值 问题 . 像 这 样 具 有 外 加 约束 条 件 的 极 值 问题 称 为 
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条 件 极 值 问 题 . 为 了 求解 这 一 条 件 极 值 问 题 , 一 个 自然 的 想法 是 : 求 出 
了 的 参数 方程 然后 代入 f(z,y,z), 从 而 将 此 问题 转化 成 上 一 小 节 讨 论 
的 极 值 问题 . 但 在 很 多 情形 下 , 这 绝 非 易 事 . 因此 我 们 需 用 其 他 方法 来 
求解 条 件 极 值 问题 . 

首先 , 设 是 一 条 平面 曲线 , 它 由 方程 p(z,y) = 0 所 确定 .我 
们 假定 p(z,y) 在 区 域 D c R? 内 具有 连续 偏 导数 , 且 对 于 V(x,y) < 


避 (器 , 事 )| 。 的 秩 为 1 再 设 (zoww) e 且 是 函数 f(x) = 


(z,y) 
Vzz 二 妇 的 一 个 极 值 点 . 在 理论 上 (由 隐 函 数 存 在 定理 ) 我 们 可 以 从 
yp(z,y) = 0 在 (zo,yo) 附近 解 出 y = y(z) 或 z = z(y). 现在 不 妨 设 


99 如) 关 0, 从 而 36 > 0, 使 得 在 Uz0.6) 内 存在 y = ya), 满足 


yo = Yy(z0) 且 yp(z,y(z)) =0. 将 y = yz) 代入 f(z,y) 得 f(z,y(z))， 
则 zo 是 f(z,y(z)) 的 一 个 通常 极 值 点 , 从 而 有 


A yo) | 2 yo) y (zo) 


0. 


由 y(zo) = _ pz(T0, Yo) 


Py (ro, yo) 
Of(zo,yo) 0f(zo,yo) 
Or Oy 
p(To, yo) P{Zo, yo) 
Or Oy 
即 3Ae R, 使 得 


Of(zo,yo) ,PTo,Yy0) _ 
or Or | 中 


2 二 0 
再 设 是 由 下 述 方程 组 确定 的 一 条 空间 曲线 : 
{ el(zyz) = 0, 
Pp2(7,Yy, 2) = 0, 
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并 假定 pt,pz 在 区 域 D c R3 内 具有 连续 偏 导 数 , 且 对 于 V (z,y,z) E 


D, 
or QQy Oz 


or Oy 0z 


(z,y,2) 

的 秩 为 2. 由 此 条 件 , 理论 上 从 方程 组 我 们 仍然 可 解 出 曲线 的 参数 方程 ， 
我 们 将 其 代入 f(z,y,z) 就 可 以 推出 在 f(z,y,z) 的 极 值 点 (zo, yo, 20) 
处 , 存在 常数 入 ,A2 成 立 下 述 方程 组 : 


Of (zo, yo, 20) 下 Pp1(To, Yo, z0) } A2 22 (0 Yo, 20) 


Om Or Or 0, 
Of (zo0, yo, z0) pi1(To, Yo, z0) p2 (zo, Yo, 20) 
囊 关 + =0, 
Oy Oy Oy 
Of (xo, yo, z0) Ns Pp1(To, Yo, z0) 和 Pp2(T0, Yo, 20) -0. 
Oz Oz Oz 


对 于 一 般 情形 , 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 14.5.3 ” 设 函 数 f(z),p(z) = (pi(z),p2(z),… ,pm(z)) 在 
区 域 D c R"(m < n) 内 具有 各 个 连续 偏 导数 , 再 设 ro = (29,29,… ， 
z9) ED 为 f(z) 在 约束 条 件 


(14.5.1) 


wm(Z) = 


下 的 极 值 点 , 并 且 w'(zo) 的 秩 为 m, 则 存在 常数 和 1, 和 X2,:… ,Am €& R， 
使 得 在 zo 处 成 立 下 述 等 式 : 
Of (zo) Opi(z0) SS 

“or + = Mm 0 (14.5.2) 
9j(zo) = j= 1,2,.… ,m. 
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证 明 ”由 于 w'(zo) 的 秩 为 m, 我 们 不 妨 设 行列 式 


D(pl pa ,Pm) 
0(zn-m+lzn-mt2… Zn)|。 


#0. 
因此 , 在 zo 的 某 个 邻 域内 唯一 确定 一 组 具有 各 个 连续 偏 导数 的 隐 函 
数 


Zn-m+1l = gl1(Z172，… ,Zn-m)， 
Tn—m+2 = 92(Z1)72，… ,Tn—m); (14.5.3) 
Tn = gm(T1, 72, Zn-m)， 


满足 z9 = 9;(29,28,.…… ,22m)(j = 一 砚 十 Dn 一 误 十.… 及 对 
k= 二 1,2,…,m, 有 


OK(Z1 Zn-mygi(T1T2 Tnm), ,gm(T1 T2, Zn-m)) = 0. 
将 隐 函 数组 (14.5.3) 代入 f(z), 得 


jz Zn mygi(ZlZ2 ,Tnm); gm(T1, T2, Zn-m)) 


因此 , zo 是 条 件 极 值 点 转化 为 (z?,z9,… ,z0_w) 为 上 述 函 数 的 通常 
极 值 点 . 
令 26 = (zz ,ZT90_m), 则 对 i=1,2,…,n 一 m, 有 


Of(zo) ,0f(z0) .Og(z0) Of (zo) . Ogm(20) 


oro0) .C91\T0) 十. LO = 0， 


Ori 2 Ori Or Ori 
令 g(z') = (gi(z)),g2(2), ,gm(z))T 其 中 zz = (T1722, ,Cn-m). 
将 上 述 n - mm 个 等 式 写成 向 量 形式 , 有 
人 es 呈 stley) ( of(zo) ~ Of(zo) 


Ozi ” 'Orn-nm DT .en 


) g'(2) =0. 
(14.5.4) 
由 于 
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apl(zo) Op1i(zo) Op1(z0) 
Oxn_mt+1 Ozn-_m+2 Orn 
Opz(T0) Dopz(zo) Op2 (20) 
g'(z0) = 一 Orzn-m+l Ozn_m+2 DOcn 
Besa (a0 pa Cm) Dpm(zo) 
OTn_m+1 OTn-m+2 Orn 
Opi(To) opl(zo) opltzo) 
Or1 Or2 Orn—m 
Op2(20) ”pz(zo) Op2 (20) 
Or1 Or2 Orn-m 
Opm(T0) Opm(T0) Opm(T0) 
Or1 Or2 Orn_m 
人 -A'1B. (14.5.5) 
| 
和 ( HY), MY)) a 
Orn_m+1 OTn_m+2” ” Orn 
是 一 个 m 维 行 向 量 , 我 们 可 以 将 其 记 为 
Of(z0) 0j(zo) Dj(zo) Es ee 
- (RD A.,.., 和 ) 4 人 
(14.5.6) 
将 式 (14.5.5) 与 (14.5.6) 代入 式 (14.5.4) 得 
(本 of(zo) 2 ) 
arl ' brz ' 'Orzn_m 
apli(zo) 6pl(zo) apl(zo) 
Or1 Or2 Orn—m 
apz(zo) ”9pz(zo) pz(zo) 
+ Mm)| om om pl 
Opm(T0) Opm(zo) pm(zo) 
Or1 O72 Do 
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另外 , 我 们 可 以 将 式 (14.5.6) 改写 成 下 述 形式 
(2 ace) 5) 


Opn_mtl OTn_mt+2” ” Orn 
Opi(zo) opizoj © Op1(z0) 
Dzn-m+l Orn_mi2 Orn 
Op2(T0) epz(zoj) Op2(z0) 
+ (NM ,Am)| 9zn-m+l Orn_m+2 Orn =0. 
Opm(T0) Opm(T0) © Opm(z0) 
OTn_mt+l Ozn_m+2 Orn 
(14.5.8) 


最 后 将 向 量 方程 (14.5.7) 与 (14.5.8) 写成 分 量 形式 的 方程 , 再 加 上 约束 
条 件 (14.5.1), 即 得 式 (14.5.2). 证 毕 . 


注 “ 若 构 造 函 数 Plaza ,mw) = f(z) + 了 和 jgj(2)， 


j=1 

则 上 述 条 件 极 值 的 必要 条 件 形式 上 化 为 下 的 通常 极 值 的 必要 条 件 
-0 人 
OF (zo) (14.5.9) 
By GG= 1 


上 述 求 条 件 极 值 点 的 必要 条 件 的 方法 称 为 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 
由 于 在 拉 格 朗 日 乘 数 法 中 , 条 件 极 值 问题 转化 为 


F(z) = f(z) + DD Meta) 
j=1 
的 通常 极 值 问题 , 而 当 zo 是 驻 点 时 , 和 j(j = 1,2,… ,m) 是 m 个 常数 ， 
因此 我 们 利用 F(z) 在 zo 处 的 海 色 矩 阵 吾 r(zo) 来 判定 zo 是 否 为 
极 值 点 ， 可 以 证 明 : 当 用 r(zo) 正定 时 , 条 件 极 值 点 为 极 小 值 点 ; 当 
下 p(wo) 负 定时 , 条 件 极 值 为 极 大 值 点 . 
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值得 提出 的 是 , 当 五 r(zo) 不 定时 , 条 件 极 值 仍 可 以 取 到 . 例如 ， 
设 函 数 f(z,y) = 2 一 ,p(x,y) =y 三 0, 则 yp(z,y) = 0 确定 直线 方程 
y 二 0, 显然 f(z,0) = z? 在 (0,0) 处 取 极 小 值 0. 容易 算出 


F(TY) =7 -+My 
pe 2 0 和 
的 海 色 短 阵 在 (0,0) 处 为 (6 “，). 它 是 一 个 不 定 和 阵 


例 14.5.4 ” 求 椭 球面 162 + 4y? + 9z2 = 144 内 接 且 各 面 均 平 行 
于 坐标 平面 的 长 方 体 的 最 大 体积 . 

解 ” 设 (z,yz) 是 该 椭 球 面 内 接 长 方 体 在 第 一 卦 限 内 的 顶点 , 由 
对 称 性 , 该 长 方 体 的 体积 为 


V = f(2,y,2) = 8zVyz. 
因此 所 求 的 最 大 体积 转化 为 求 ftz,y, >) 在 约束 条 件 
g(z,yz)=16z2 十 42 十 9z2 一 144=0 
下 的 最 大 值 . 由 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 我 们 作 函 数 
F(x,y,2z,N) = f(z,y,2) + M8Ng(z,y, 2). 
求 F(z,y,z, 入 ) 的 各 个 偏 导数 得 方程 组 


8yz 十 32Az = 0, (14.5.10) 
8zz+8X = 0, (14.5.11) 
8yy + 18Mz = 0, (14.5.12) 
16z2 + 4y2 十 9z2 一 144 = 0. (14.5.13) 
由 上 面 方程 组 易 推 出 
zyz = 一 12 入 . (14.5.14) 


将 式 (14.5.14) 代入 式 (14.5.10) 得 


—32A(3 — z2) = 0. 
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因此 得 入 =0 或 z= V3. 当 入 = 0 时 得 zyz = 0. 显然 不 合 题 意 . 因此 
必 有 入 关 0, 从 而 有 z = V3. 

同 理 将 式 (14.5.4) 分 别 代入 式 (14.5.11) 和 (14.5.12) 可 得 y = 2V3 
和 z= 4V3/3. 

由 于 在 该 问题 中 最 大 值 总 是 存在 的 , 因此 所 求 最 大 值 为 


Vinax = 8 x V3 x 2V3 x 人 0s 
例 14.5.5 ” 设 n 个 正 数 之 和 为 c, 试 求 它们 乘积 的 最 大 值 , 并 证 
明 对 任何 正 数 01,02,"** ,Qn, 有 


二 呈 十 az 十 … 十 om 


TREE 
解 在 EE={(zi,7z2,… ,Zn) : Zi 之 0,i = 1,2,…,n} 上 定义 函 
数 f(z1,72,… ,zn) = 工 [ zi: 依 题 意 , 我 们 要 求 f(z1,z2,… ,zn) 在 约 


1 


束 条 件 3 z; = c 下 的 最 大 值 


i=l1 


作 辅 助 函数 
下 (ziz2，…… ,Tn, A) -J 十 入 (Ss 
1 i=1 


来 的 nn 个 偏 导数 及 2, 并 令 其 为 零 , 得 方程 组 


Z273… .Zn 十 入 = 0, 
Zl173…:Zn 十 入 一 0， 
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解 出 


c CcC\n-l 
T=72 = = n= ~, ^=-(£) 


我 们 知道 f(z1, x2,… ,zn) 在 紧 集 巨 上 取 到 最 大 值 . 另外 , 容易 看 出 ， 
车 (z9,23,… ,20) 是 f(z1,72,… ,zn) 的 最 大 值 点 , 必 有 x9 关 0 (= 


1,2,…,n)， 由 于 (£85,-() ) 是 F(z1,z2,…, zn 入) 的 唯 


一 驻 点 , 因此 它 为 F(z1,7z2,…, zn, 入) 的 极 大 值 点 , 从 而 f(z1, 22,…, zn) 
在 该 点 取 最 大 值 和. 


现 对 n 个 正 数 a1,a2,… ,an, 令 c= >》 ai, 并 利用 上 述 函数 f(z) 


t=l 


所 证 结论 , 则 对 任何 满足 Dz; =c 的 正 数 x; 均 有 


EL 
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在 本 章 的 最 后 一 节 , 我 们 来 讨论 多 元 微分 学 在 几何 上 的 一 些 应 用 . 

14.6.1 ”空间 曲线 的 切线 与 法 平面 

我 们 回忆 一 下 , 在 上 一 章 曾经 给 出 的 曲线 定义 : R* 中 的 一 条 曲线 
是 [a, 6] 一 Rm 的 一 个 连续 映射 h(t) = (z1(t),z2(t),… ,zn(t)). 在 n= 
1,2,3 时 , 曲线 是 我 们 经 常 遇 到 的 . 但 是 值得 指出 的 是 , 曲线 有 时 可 能 
是 非常 复杂 的 . 在 第 二 册 中 , 我 们 曾经 遇 到 过 不 可 求 长 的 曲线 . 皮 亚 诺 


110 ”第 十 四 章 ”多 元 微分 学 


其 至 构造 了 一 条 连续 曲线 ，D = [0,1]x[0,1]: 下 一 00<igD1， 


使 得 它 充满 了 整个 D. 

在 以 后 各 章节 讨论 的 曲线 中 , 我 们 作 如 下 约定 : 设 曲线 卫 由 连续 
映射 

h(t) = (x1(t), Z2(t),.…: ,zn(t)), te [0,B] 

所 确定 . 若 对 于 vti, to s [a, 8], h(t1) 关 h(tz), 则 称 是 一 条 简单 曲 
线 . 若 对 于 Vti,t2 € [a,B), 有 h(ti) 和 ji), 但 Pa) = h(8), 即 工 
是 一 条 封闭 曲线 , 则 称 一 是 一 条 简单 闭 曲线 . 简单 闭 曲 线 也 称 为 约 当 
(Jordan) 曲线 . 

我 们 首先 讨论 比较 简单 的 情形 , 即 空间 曲线 是 由 参数 方程 

z= 7(t), 
T:y y=yt), te(a,pb) 
.ts 

给 出 , 并 假定 z(t),y(t) 与 z(t) 都 是 上 的 可 微 函数 , 且 z(t) 十 y2 (十 
z2(t) 冯 0. 对 于 这 类 曲线 , 它 局 部 总 是 简单 曲线 . 在 上 述 条 件 下 , 我 们 
现在 来 求 过 to € (oa 8) 对 应 的 曲线 上 的 点 z(to) = (z(to),y(to), z(to)) 
处 的 切线 方程 . 

由 切线 的 定义 , 它 是 曲线 上 过 点 z(t) = (z(t),y(t),z(t)) 与 z(to) 
的 制 线 当 t 一 to 时 的 极限 位 置 . 由 于 过 点 z(to) 与 z(t) 的 割 线 方程 为 

TTto) _ yyto) _ z—z(to) 
z(t)—z(to) y(t)—y(to) z(t)— z(to)" 
在 上 式 分 母 中 同 除 以 t 一 to, 并 令 t 一 to 即 得 所 求 切线 方程 : 
Z 一 zZ(to) vy—yto) 2z—z(to) 


Zi(to) y(to) z(to) 
从 上 述 方程 可 以 看 出 , 若 记 曲线 h(t) = (z(t),y(t),z(t))(t e (a 有 B)), 则 


h(to) = (z(to), y (to), 2 (to)) 
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即 为 曲线 卫 在 z(to) = (z(to),y(to), z(to)) 处 的 切 向 量 . 
我 们 同时 也 可 得 到 曲线 卫 在 z(to) = (z(to),y(to), z(to)) 处 的 法 平 
面 方程 , 即 过 点 z(to) 且 以 切 向 量 h'(to) 为 法 向 的 平面 方程 : 
z(to)(z — z(to)) + y (to)(y — y(to)) + z(to)(z — z(to)) = 0. 
上 式 用 向 量 内 积 记 之 为 
h(to): (2 — z(to)) =0. 
其 次 , 我 们 来 讨论 由 两 个 方程 所 确定 的 曲线 的 切线 方程 ， 给 定 两 
个 方程 所 组 成 的 方程 组 
人 = 0， 
本 (rz,yz)=0， 
其 中 (z,y,z) e D c R3, 这 里 DD 是 一 个 区 域 . 假定 所 与 轧 均 是 D 上 
的 可 微 函 数 , 并 设 zo e D. 当 


on OR OF 
F(zo) \_ | 6 Oy Bz 
Flzo)) | oF oF OF 
az Oy 5z /| 
的 秩 为 2 时 , 由 定理 14.4.3, 在 zo = (zo,yo, 20) 的 附近 , 其 中 有 两 个 变 
量 可 确定 为 第 三 个 变量 的 函数 , 从 而 该 方程 组 能 确定 一 条 过 点 zo 的 
曲线 T. 从 定理 14.4.3 我 们 还 可 以 知道 , 在 zo 附近 本 还 可 以 具有 参 
数 形式 : (z(b,y(t),z(b),tE (a,B), 其 中 
(z(to), y(to), z(t0)) = (zo,yo,zo) = Zo. 
由 上 面 的 讨论 知 , 曲线 在 点 zo 处 的 切 向 量 为 (z'(to),y (to),z'(to)). 由 
于 曲线 全 由 方程 组 确定 , 从 而 有 


人 z(t)) = 0, 
F2(z(t), y(t), z(t)) = 0. 
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对 此 方程 组 的 第 一 个 方程 两 边关 于 t 求 导数 , 得 
OFi(z0) ,, 
Oz 


y(to)+ (to) = 0. 


2 eeo) w(t) 了 和 
将 上 式 写 成 内 积 形 式 有 


(oo), yo), zt) (LE, See), 9) ) -0 


同 理 ， 


(wo) yto) sto) (2 人 2 2) ] =0. 


因此 , 曲线 了 在 zo 处 的 切 向 量 与 


Fi(zo)xF(z0)=| az Oy 5z 
5 5 Bz |。 
平行 . 记 
O(F, F2) B- oF,E) _ O(F, Fs) 
O(y,z2) |-。 O(z, 7) lo O(z,y) zo” 


则 丽 (zo) x 形 (zo) = 4i+ Bj+Ck. 因此 曲线 卫 在 zo 处 的 切线 方程 
为 


4 


Z 一 70 _ 一 _2z 一 20 
Ee 
而 法 平面 方程 为 
4(z —z0)+B(y— yo)+C(z— 2z0)=0. 


14.6.2 ”曲面 的 切 平面 与 法 线 


设 曲 面 5 由 方程 
F(z,y,z)=0 


814.6 多 元 微分 学 的 几何 应 用 ”113 


给 出 , 其 中 F(z,y,z) e C1(D),D C R3 为 一 个 区 域 , 再 设 点 (x0, yo, 20) € 
D, 使 得 F(zo, yo, z0) = 0. 现在 我 们 来 求 曲面 8 在 点 (zo,yo, zo) 处 的 
切 平面 及 法 线 的 方程 . 

在 曲面 S$ 上任 取 一 条 过 点 (zo, yo, z0) 的 光滑 曲线 (z(t), y(t), z(t))， 
te (a, 6B). 因此 有 


F(z(t), y(t), z(t)) = 0, vt € (oa, 8). 


设 to e (a,D), 使 得 (z(to),y(to), z(to)) = (zo,yo, z0). 将 上 述 方程 两 边 
在 to 处 求 导数 得 


Fi (zo, yo, zo)7’(to) + Fy (To, Yo, zo)y (to) + Fi (x0, yo, z0)z’(to) = 0. 


注意 到 (z(t0),y (to),z'(to)) 是 该 曲线 在 (zo, yo, z0) 处 的 切 向 量 , 因此 
上 式 说 明了 该 切 向 量 与 向 量 F'(zo,yo, z0) 正 交 , 从 而 当 F(zo0,yo, z0) 不 
是 零 向 量 时 , 上 式 表明 曲面 5 过 点 (zo,yo,zo) 的 任何 光滑 曲线 的 切 向 
量 与 固定 向 量 F(zo, yo, zo) 正 交 . 由 此 我 们 推 知 曲面 9 过 点 (zo,yo, zo) 
的 任何 光滑 曲线 在 (zo, yo, zo) 处 的 切线 都 在 平面 


Fs (zo, Yo, zo)(T — Zo)+ F(zo, Yo, zo)(y — yo)+ Fi(zo, yo, z0)(z — z0)=0 


上 . 我 们 自然 地 称 上 述 平面 为 曲面 5S 在 (zo,yo, zo) 处 的 切 平面 . 

另外 , 我 们 称 直线 

T— To 二 二 yo Z—20 
Filzoyo,z0) Fy(zo,yo,z0) Fi(zo,yo, 20) 

为 曲面 5 在 (zo,yo, zo) 处 的 法 线 . 

当 P(zo,yo,zo) 关 0 时 , 我 们 可 以 证 明 : 曲面 5S 在 (zo,yo,zo) 处 
的 切 平面 上 任何 过 (zo,yo, zo) 的 直线 都 是 该 曲面 上 某 光滑 曲线 的 切线 
( 见 本 章 习 题 ). 

现在 设 曲面 9 由 参数 方程 


114 第 十 四 章 多 元 微分 学 


T= 7(u,v), 
y=yuv), (wv)eED 


z= z(u,v) 


给 出 , 其 中 DD 是 R? 中 的 区 域 , 而 上 述 三 个 函数 均 具 有 连续 偏 导数 . 我 
们 来 求 曲面 5 在 (zo,yo, zo) = (z(wo,vo),y(uo,v0),z(wo,vo)) 处 的 切 平 
面 与 法 线 方程 . 为 此 , 我 们 在 曲面 9 上 取 两 条 特殊 的 曲线 ; 


z= z(u,v0), z= 272(uo,v), 
y=yw,vo),， 和 y = y(uo,v), 

z= z(u,vo) Zz = z(uo,v). 
它们 在 (zo, yo, 20) 处 的 切 向 量 分 别 为 


(4 (wu0, v0), Yuo, v0), Zuluo, vo)), 


{z, (wo, v0), (Lo, v0), zZ, (Uo, v0))- 
车 这 两 个 向 量 不 平行 , 它们 对 应 的 切线 将 确定 曲面 5 在 (zo,yo, zo) 处 
的 法 向 量 : 
n= (Tu(Vo, v0), Yu (Vo, v0), zu(uo, v0)) 


x (zu (uo; v0), yo (Vo, v0), Zo (Wo, v0)) 


i 了 了 k 
=| me Wh 开 
DT (ow0) 
因此 当 
2 Ya 
的 eA 哆 (uowo) 
的 秩 为 2 时 , 记 
_ 0(y,2) _ 0(z,7) _ 9(z,Y) 
O(u,v) (uowwo) (uv) 人 auwv) Ch 
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则 该 曲面 在 (zo, yo, zo) 处 的 切 平面 方程 与 法 线 方程 分 别 为 


Al(z —z0) + Bl(y — yo)+C(z— 2z0)=0, 


到 现在 为 止 , 我 们 已 经 研究 了 R? 中 的 曲线 切线 与 曲面 的 切 平面 
等 问题 . 作为 推广 , 我 们 还 可 以 考虑 R* 中 的 曲线 . 在 R"” 中 , 我 们 曾 
称 [0,1] 到 R” 的 一 个 连续 映射 h(t) = (Zz1(t),z2(t),… ,Zn(t)) 为 一 
条 曲线 . 当 h(t) 具有 连续 导数 且 h(t) 关 0 时 , 称 此 曲线 为 光滑 曲 
线 , 并 称 ph'(to) 是 曲线 在 h(to) 处 的 切 向 量 . 类 似 地 , 我 们 称 F(z) = 
FF(ziz2 ,Zn) = 0 为 及 "中 的 一 个 曲面 , 其 中 F(z) 是 一 个 CT 函 
数 . 当 F(z0) 子 0 时 , 称 F'(zo) 为 此 曲面 在 zo 处 的 法 向 量 , 并 称 


n 


F(zo)(z — 20) = ), 


i=l1 


为 该 曲面 在 zo 处 的 切 平面 方程 . 作为 练习 , 请 读者 写 出 R" 中 曲线 的 
切线 方程 与 法 平面 方程 以 及 曲面 的 法 线 方程 . 


例 14.6.1 ” 求 曲线 ‘ A 


程 与 法 平面 方程 . 
解 令 F(z,y,z)= 722 一 y+222—2,G(z,y,z) = 2+Yy+z 一 3, 则 


DF(z ee 
Bz; (zi— Zi)=0 


在 (1,1,1) 处 的 切线 方 


z+Yy+z=3 


oF 2 oF _2 oF 4z 0G _ 9G aG ¥ 
5 
于 是 
BF BF 
a(F,G) Oy bz | 三 2 和 
O(y, 2) |(1,1,1) aG aG 和 \ 


(1,1,1) 
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OF OF 
O(F,G) -| | 4 安 |> 
Olz7) lou) | 8G 09G 二 | 
dz dr (L111) 
aF OF 
(局 G) 国术 ZE |2 -2| 
dry) la) | 386 3G i 
or Oy (LL,1) 


法 平面 方程 为 
~—3(z—1)+(y—1)+2(z—1)=0， 即 3z 一 y 一 2z=0. 
对 于 上 述 切 线 方程 , 还 可 用 另 一 方法 求解 . 由 于 曲面 F(z,y,z) =0 
在 (1,1,1) 处 的 法 向 量 为 (FY, Fy, Fi)|0,1,1 = (2 一 2 4)， 因此 在 该 点 处 
的 切 平面 方程 为 


2(z—1)—2(y—1)+4(z—1)=0, 


即 z 一 y+2z = 2. 由 于 切线 是 两 曲面 在 该 点 的 切 平面 的 交 线 , 而 另 一 
曲面 G(z,y,z) = 0 为 一 平面 , 因此 所 求 切线 方程 为 


人 
Z 十 十 2 一 3. 


例 14.6.2 ”证 明 曲面 5 : zx? + 内 二 2zyz = 4 与 曲面 族 S，: 
2x+i2 (1+02=1(eR) 在 (111) 处 正 交 ( 即 它们 的 法 向 量 相 
互 垂直 ), 并 求 出 它们 的 交 线 在 该 点 的 切线 方程 . 

解 令 


下 (cg 坟 一 妇 十 内 十 27yz 一 全 
Gi(z,y,2) = 27 十 训 ~ (1+t)z? —1, 
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则 5 在 (1,1,1) 处 的 法 向 量 为 


OF(1,1,1) OF(1,1,1) OF(LDN 
( Be) = ,2,2), 


而 54 在 (1,1,1) 处 的 法 向 量 为 


OGi(1, ,1) 0G.(1,1,1) 0G:(LL DN ” 
(0 I ) = ex 2(1+)). 


因为 
(2,2,2)(2, 2t, —2(1+t)) = 0, 


所 以 5 与 5 在 (1,1,1) 处 总 是 正 交 的 . 
由 于 5 与 $4 的 交 线 在 (1,1,1) 处 的 切线 方程 即 两 曲面 在 (1, 1,1) 
处 的 切 平面 的 交 线 , 因此 切线 方程 为 


ee Re A 
人-D+tog-D-G+bcz-D=0， 


信人 
r+ty— (1+t)z=0. 


14.6.3 ”多 元 凸 函数 


作为 泰勒 公式 的 应 用 , 我 们 来 证 明 ”元 函数 凸 性 的 一 个 结果 . 由 
于 研究 凸 性 需要 考虑 任意 两 点 之 间 线 段 上 的 函数 值 与 端点 函数 值 之 间 
的 关系 , 因此 我 们 假定 D c Rn" 是 一 个 凸 域 . 若 f(z) 在 凸 域 D 内 具有 
k 阶 连 续 偏 导数 , 则 对 于 Yzo e D, f(z) 在 D 内 总 可 以 在 zo 处 展 成 
阶 泰勒 公式 . 

定义 14.6.1 设 Dc Rn 是 一 个 凸 域 , f(z) 在 D 内 有 定义 . 如 
果 对 于 Yzo,z1eED 和 vte (0,1), 有 


f(tz1 + (1—t)r2) < tf(z1) + (1—t)f (zr2), 
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则 称 f(z) 在 D 内 是 凸 函数 ; 如 果 上 述 不 等 式 总 成 立 严格 不 等 式 , 则 称 
f(z) 在 DD 内 是 严格 凸 函 数 . 

在 微分 学 中 , 我 们 主要 利用 导数 ( 偏 导数 ) 来 研究 凸 函 数 . 回忆 一 
下 , 对 一 元 函数 f(z) 来 说 , 若 J"(z) 存在 , 且 f"(z) > 0 处 处 成 立 , 则 
f(z) 是 凸 的 . 我 们 前 面 提 到 过 , 对 于 n 元 函数 f(z), 其 导数 f'(z) 在 很 
多 情形 下 将 起 着 一 元 函数 导数 相似 的 作用 . 下 面 定理 的 结论 说 明 , 在 
凸 函数 的 研究 中 , ”元 二 阶 连续 可 微 函 数 f(z) 的 海 色 和 矩阵 五 j(z) 起 
着 类 似 于 一 元 函数 二 阶 导数 的 作用 . 

定理 14.6.1 设 D c Rn" 是 一 个 凸 区 域 , 函数 f(z) 在 D 内 具有 
二 阶 连续 偏 导数 , 则 以 下 结论 等 价 : 

(1) f(z) 在 DD 内 是 凸 函数 ; 

(2) 对 于 Yzo, ze 也 , 成 立 f(x) > f(z0) + 记 (zoj(z — zo)T; 

(3) 对 于 Yzo es D, f(z) 在 zo 处 的 海 色 矩阵 吾 f(zo) 半 正 定 . 

证 明 ” 先 证 (1) 地 (2). 由 凸 函 数 的 定义 知 , 对 于 Vv zo,z ED 及 
vte (0,1), 有 


fltz + (1 -tro) < tf(z) + (1—t)f (zo0). (14.6.1) 
由 于 f(z) 具有 二 阶 连续 偏 导数 , 我 们 有 
f(t + (1 -tr0) =f(ro+ tz — zo)) 
=f(z0) +tf'(zo)(z ~ Zo) 
+oltlz — zol) (tlz —zol—0). (14.6.2) 
将 式 (14.6.2) 代入 式 (14.6.1) 得 
t(f (zo)(z 一 zo)7) + oltly 一 zol) < (f(z) — f(zo)). 


在 上 式 中 两 边 除 以 并 注意 到 |e - zol 在 上 变化 的 过 程 中 是 常数 , 我 
们 有 
jm ote 一 aa 


=0, 
t 一 0+0 t 
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因此 
jf(z) > f(z0) + f(zo)(z — zo)7. 
再 证 (2) 全 (3). 任 取 zo ED 及 Az eR",Az 关 0, 则 当 上 充分 小 
时 , zo 十 tAz e D. 由 泰勒 公式 有 


f(zo +tAz) =f(z0) +tf' (zo)Az + SF AzH/(zo)AvT 


+o(t2|Azl) (tlAz)| 一 0). 
在 (2) 中 令 z = zo +tAz, 我 们 有 


2 
SAzH 7(zo)AzT +oltz|Az|?) > 0， 


即 
Az 百 f(zo)AzT + 20. 


令 t 一 0+0, 即 得 


o(t2|Azl?) 
让 


AzHj(z0)AzTT > 0， 
这 说 明 五 f(zo) 是 半 正 定 的 . 
最 后 证 (3) 坊 (1). 对 于 Yei,z2 < 了, 令 ro=tzi+(L -tcazte 
(0,1)), 则 有 zo e D, 从 而 有 
f(z21) =f (20) + f (Zo)(z1 — Zo) 
+ ae 一 zo)Hr(e+bci — £0))(w1 — v0), 
其 中 0<9<1. 由 (3) 知 
jf(zi) > f(z0) + jzoj(zl — zo)7. 


同 理 ， 
jf(za) > f(z0) + f(zo)(z2 — zo)7. 
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tf(z1)+(1 —t)f (22) 
2 tf (zo0)+f (zo)(z1—z20)T]+(1 — [f(z0)+f" (zo)(w2 — 20)"] 
= f(z0) = fltzi + (1 一 为 z2). 
证 毕 . 
注 条 件 (2) 说 明 w= f(z) 表示 的 “曲面 ”在 其 任 一 点 处 的 切 平 
面 的 上 方 . 
例 14.6.3 证明: 车 一 元 凸 函 数 y = g(x) 在 (a,b) 内 具有 二 阶 导 


数 , 则 f(z) = 29(z0) 是 DD 一 (@, 且 x (6 如 x.… x (a, 有) 内 的 曲 函 数 


证 明 。 因 为 Po) = (gn).9(z2) 9a) 所 以 
gy) 0 . 0 
EO Te 
oo 0 i gn) 


由 于 g*(zi) > 0 (i = 1,2,… ,n), 从 代数 知识 知 , 百 f(z) 是 半 正 定 矩 
阵 . 由 定理 14.6.1 知 f(x) 是 D 内 的 凸 函数 . 


习题 十 四 


1. 设 函 数 v = f(z) 在 U(zo,5o) C R" (io > 0) 内 存在 各 个 偏 导 
数 , 并 且 所 有 的 偏 导数 在 该 邻 域内 有 界 , 证 明 f(z) 在 zo 处 连续 ; 举例 
说 明 存在 函数 u = g(z), 它 在 zo 的 某 个 邻 域内 存在 无 界 的 各 个 偏 导 
数 , 但 它 在 z 处 连续 . 

2. 举例 说 明 在 R? 内 存在 函数 > = f(z,y), 使 得 f(z,y) 在 R? 内 
处 处 不 连续 , 但 它 在 原点 处 存在 两 个 偏 导 数 . 

3. 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 偏 导数 : 

(1) f(z,9) = zy ln[z? +sin(zg2) + sin(zy)], 求 f(1,—1), fy(1, -1); 
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ZX 
r+Yy 


O Ta 本人 e+ 的 oo 人 
4 求 下 列 函 数 的 各 个 偏 导数 ; 


了 


) 求 及 (1,0,7). 


= -一 -一 -一 ; Ey fr 
(1) z pr (2) z = ZVz2 — 2; 

(3) z = tan(z2 + 293); (4) w= (ZT +Y + 2)e™Y; 
(5) wu = sin(ye™”); (6) u = In(zy + 7 + 22); 
7 本 sinzz .| 
(7) wu = V1-— zsin’ (s+); (8) 2 5 
(9) u = In(sec VT + — 2); {10) wu = @ ”tany; 

(11) u = e*(z? + + 22); (12) w= (2) ; 


(13)u= In @ DE 
> ) 


(14) w= zlz2 Tn + (TI1+ TI2 + + Tn)™. 
5. 证 明 下 列 函数 u(z,y) 与 v(z,y) 成 立 
Ou ou Ou Ov 


87 Oy Wy or 

(1) u(x,y) = er cosy, v(x,y) 一 ez siny; 

(2) u(z,y) = coszcoshy + sinzsinhy, v(z,y) = coszcoshy 一 
sin zx sinh y. 

6. 根据 方向 导数 的 定义 , 求 f(z,y) = z? siny 在 (1,0) 处 分 别 沿 
方向 i 一 j 以 及 站 + 了 的 方向 导数 . 

7. 设 函 数 f(z,y,z) = 722 一 zy 十 妨 十 z2, 求 它 在 (1,1,1) 处 的 沿 各 
个 方向 的 方向 导数 , 并 求 出 方向 导数 的 最 大 值 、 最 小 值 以 及 方向 导数 
为 零 的 所 有 方向 . 

8. 设 函 数 z = wu(z,y) 在 R2\{(0,0)} 内 可 微 , 令 > = rcos0,y = 
rsinb; 在 Ozy 平面 上 作 单 位 向 量 e;, eo, 其 中 er 表示 9 固定 时 沿 > 
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增加 的 方向 , ee 表示 r 固定 时 沿 9 增加 的 方向 . 证 明 : 
Ou du Ou 1 ou 
Der Br’ Beg 7 60 
9. 试 举 出 一 个 函数 v= f(z)(z e R"), 使 得 它 同 时 满足 下 述 条 件 : 
(1) f(z) 在 z = 0 处 各 个 方向 导数 都 存在 ; 
(2) f(z) 在 = = 0 处 各 个 偏 导数 都 存在 ; 
(3) f(z) 在 = = 0 处 连续 但 不 可 微 . 
10. 设 定义 在 R* 上 的 函数 由 下 式 给 出 ; 


f(z) = Izl? sin |z| 0, 
0, (ei=0: 


证 明 : 代 芝 FOG, 2,.…,n) 在 = = 0 处 不 连续 , 但 f(z) 在 R* 上 处 
i 

11. 试 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 微分 : 

(1) f(z,9) = 3z2 — 2 十 吧 , 在 (1,2) 处 ; 

(2) f(z,9) = zey + zy 在 (1,0) 处 

12. 求 下 列 函 数 的 微分 : 

(1) f(z,9) =Y sinz +222y; (2) f(z,y) = ze 2 十 3 

(3) f(z,y,2) = In(z? 十 2)(22 + 1); 

(4) f(z2) = |rl, z ER"\M{0}; (5) f(z)= In|zl, 2 € R"\M{O}. 

13. 设 函 数 f(z,y) = z?y 一 3y, 求 f(z,y) 的 微分 , 并 求 f(5.12, 6.85) 
的 近似 值 . 

14. 利用 函数 的 微分 求 近似 值 : 

(1) V(L02)? + (2.03)2 + (3.02)2; (2) 3.010.99. 

15. 设 函 数 尺 = f(z) 在 zoeRn (n> 2) 的 邻 域 U(xo,60) (60 > 0) 
内 存在 n 个 偏 导数 , 且 有 n 一 1 个 偏 导 数 在 该 邻 域内 连续 . 证 明 w = 
f(z) 在 zo 处 可 微 . 
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16. 求 下 列 函数 的 梯度 : 

(1) f(z,y,2) = x? sinyz 十 y2erz + 22; 

(2) f(x) = |zle-l®l,z € R"\{0}(n > 2). 

17. 求 函数 f(z,y,z) = 十 奶 十 z3 一 3zyz 在 R3 中 各 点 处 的 梯 
度 , 并 求 出 点 (z,y,z), 使 得 在 该 点 的 梯度 分 别 垂直 于 z 轴 、 平行 于 > 
轴 以 及 梯度 为 零 . 

18 设 本 数 z= fc, 切 在 (ao'ao) 处 可 微 , 且 沿 方向 (> x ) 的 


学 全 

方向 导数 为 22 ， 而 灌 名 3 的 方向 导数 为 1 + 3 试 求 它 在 
(zo0, 0) 和 纪 j 的 方向 导数 及 梯度 . 

19. 求 函 数 f(z,y,z) = 2z3y - 3y2z 在 (1,2, 一 1) 处 所 有 的 方向 导 
数 构成 的 集合 . 

20. 设 zs R"(n > 2), 试 求 下 列 向 量 (或 多 元 ) 函数 的 导数 : 

(1) f(z) = zlzl: (2) f(z)= 疝 (lz| #0); 

(3) 设 4 为 nxn 秆 阵 , f(z) = (Azx) . (Az) (内 积 ). 

21. 设 函 数 f(w) = f(wi,u2,… ,Um) 在 区 域 2 Cc Rm 内 有 定义 ， 
并 且 在 wo = (好 ,好 ,wu0,) e 1 处 可 微 . 设 向 量 函数 


4 = uF) = (Wi(2), ua (2), um(z)) 


在 区 域 Dc R" 内 有 定义 , 在 zo = (z9,79,… ,7z0) e D 处 可 偏 导 , 并 
且 wo = g(zo). 证 明 : 对 于 Vi(1 < i< n), f(u(z)) 在 zwo 处 关于 ri 可 
偏 导 , 并 且 


Of (u(z0)) = $0) . Ow(zo) 
Or et Da ri 


22. 求 下 列 复合 函数 的 偏 导数 , 其 中 f 是 可 微 函数 : 
(Dz= jlzer,zer0 (2D) u=f > oI, 0 
i=1 i=1 
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23. 设 函 数 v = f(z) 在 区 域 D c Rn" 内 存在 ”个 连续 偏 导数 , 并 
且 各 个 偏 导 数 都 有 界 . 

(1) 证 明 当 D 是 凸 域 时 , f(z) 在 D 内 一 致 连续 . 

(2) 说 明 当 DD 不 是 凸 域 时 , f(z) 在 D 内 有 可 能 不 一 致 连续 . 

24. 设 函 数 z = f(z,y) 在 区 域 D 内 处 处 存在 两 个 偏 导 数 . 

(1) 车 D 是 凸 域 并 且 对 于 Y(z,y) es D, f(z,y) = 0, 证 明 存在 函 
数 h(y), 使 得 在 D 内 , f(z,y) =h(y); 

(2) 若 对 于 Y(z,y) e D (D 不 一 定 是 凸 域 ), f(z,y) = f(z,y) = 0， 
证 明 在 D 内 , f(z,y) = C, 其 中 C 是 常数 . 

(3) 举例 说 明 当 DD 不 是 凸 域 时 , (1) 中 结论 可 能 不 真 . 

25. 车 f(z) 是 定义 在 区 域 D C R"(n > 2) 内 的 函数 并 且 存在 正 整 
数 K, 使 得 f(tz) = tf(z) 对 于 Vt > 0,YzeDD 成 立 , 则 称 f(z) 是 K 
次 齐 次 函数 . 设 K 次 齐 次 函数 f(z) 在 D 内 具有 各 个 k(1 < k < K) 
阶 连续 偏 导数 , 证 明 : 


世 大 
(02523 Je) = K(K -De(K -kt fe). 


26. 设 函数 2 二 or, 其 中 一 tcost,y 一 tsint 试 求 至 | 
27. 设 函 数 v = zsin Y, 其 中 z = 3r2 十 2s,y = 4 一 2s3, z= 
2r2 一 352. 试 求 ou 及 Ce 
Dr Os 
28. 设 函 数 z =rcosa 一 tsina, y = rsina +tcosa, 其 中 aeR 
为 常数 . 证 明 : 对 任何 可 微 函 数 f(z,y), 成 立 


的 :的 -的 :的 ， 


29. 设 函 数 


了 
uc Z2 十 92 
| a } 


Z2 十 22 
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证 明 f(z,y) 是 RA\{(0,0)} 到 自身 的 C1 同 胚 映射 , 并 求 ftz, 在 
(eg) E RN(0,0)} 处 的 雅 可 比 行列 式 
: a f(a) 
30. 求 下 列 函 数 的 高 阶 偏 导数 


OTT 0r22 .Orm™ 


(1) f(z1, zz ,Tn) ee 
hs (Fo). 其 中 ole = 12,.… ,为 
常数 . je 


31. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导数 , 其 中 函数 f 具有 二 阶 连续 导数 : 
(1) z=f(722 +9,29); (2)z= f(z1+ 72+ + en). 
D2z O02z 


32. 验证 下 列 函 数 满足 拉 普 拉 斯 方程 3 十 Bi 0: 
(1) z = arctan 1; (2) z= in Vz2 十 92. 


33. 验证 函数 vv = (x? + 3 十 723 二 7?) ! 满足 拉 普 拉 斯 方程 
4 2 
> B70 
34. 设 f(z) 是 一 个 二 次 可 微 函 数 , 证 明 


Re 3lf( 一 忆 ) 十 f(z+ctj] (其 中 为 常数 ) 


OF oF 
满足 偏 微 分 方程 Bl ms Ca 
35. 证 明 : 在 极 坐标 变换 { 


一 rcosb， 2 
“下 , 拉 普 拉 斯 方程 5 二 
y=7sin 了 
Ou Bu 1 Ou 1 6 
5 一 0 的 形式 为 二 


36. 设 函 数 wz,y,z) = 2 2, 证明; 
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Ou Ou 0 Ou O2u Ou 
ty 2 2yz 一 一 = 0. 
Bz 1Y Boyz 2 yt oot wx 


(2) 7 十 之 

37. 设 z 二 27 一 sy =7+2s, 求 次， 其 中 函数 f(x) 具有 
二 阶 连续 偏 导 数 . 

38. 试 将 函数 f(z,y) = az2 十 2bzy 十 cy? (a,b,c 为 常数 ) 写成 函数 
F(z 一 1,y 一 1) 的 形式 . 

39. 求 exty 在 (0,0) 处 的 泰勒 公式 , 并 证 明 er+y = er .ey 

40. 将 下 列 函 数 在 原点 处 展 成 泰勒 公式 (到 四 次 项 ): 

1 1 十 Z 十 9 十 279 2 2 十 7T3 十 … 十 72 

(9 1 十 z2 十 92 Ee 


441. 勒 让 德 多 项 式 P,(z) 由 下 式 定义 : 


f(z,t) = 有 -Pe 
验证 : 
(1) Pa(1D)=1; (2) Pn.(—1) = (一 D”; 


G) 而) = P(e) = Br) = 了 3822 一 1 

42. 设 函 数 f(z,y) = ezy, 对 于 YkeN, 求 f(z,y) 在 (0,0) 处 的 
所 有 阶 偏 导 数 . 

43. 举例 说 明 存在 原点 (0,0) 某 个 邻 域 UV((0,0),50) (50 > 0) 内 的 
连续 函数 z = F(z,y), 满足 F(0,0) = 0 和 下 述 条 件 之 一 : 

(1) 本 (0,0) 不 存在 ; 

(2) 本 (0,0) 存在 , 且 到 (0,0) = 
但 F(z,y) = 0 在 U((0,0),60) 内 唯一 确定 一 个 连续 的 隐 函 数 y = 
f(z)(-60<z<6o), 使 得 f(0)=0, 并 且 当 ze(-5o,5o) 时 , F(z, f(z)) = 
0. 

44. 证 明 方程 z2 -~ 2zy +z + zez = 0 在 点 (1,1,0) 的 某 个 邻 域内 
唯一 确定 隐 函 数 z = f(z,y), 并 求 f(z,y) 在 (1,1) 处 的 泰勒 公式 ( 直 
到 二 次 ). 
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45. 证 明 方程 z+z2 十 好 十 (z2 十 好)z2+sinz=0 在 (0,0;0) 的 某 
个 邻 域内 唯一 确定 隐 函 数 z = f(z,y), 并 求 J(z,y) 在 (0,0) 处 的 所 有 
三 阶 偏 导 数 ， 

46， 设 函数 > = F(z,y) 在 区 域 D 内 具有 连续 偏 导数 ， 且 处 处 
成 立 (zx,y) 关 0 LY(z,y) 关 0 证明: 对 于 Y(zo,yo) <s 也 , 方程 
下 (z,y) = F(zo,yo) 在 (zo,yo) 的 某 个 邻 域内 确定 的 隐 函 数 y = jz) 
及 z= 9(g) 互 为 反 函 数 ， 

47. 求 由 下 列 方 程 所 确定 的 隐 函 数 z = f(z,y) 的 偏 导数 : 

(1) F(z 十 y 十 zzyz) = 0; (2) F(x? + ,72 十 只 十 22) = 0. 

48. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 和 函数 的 偏 导数 (或 导数 ): 


dy d2y 
RT 
人 + 一 32y =0, 求 到 ,机 2; 


Oz Oz O02z 

(2) rz+eyz 十 22=0, 求 Be Bz B75 

49. 设 函 数 uv = wu(z,y) 是 由 = f(z,y,z,t),g(y,z,t) = 0,h(z,t) = 
> Ou Ou 


50. 通过 自 变量 变换 人 2 化 简 偏 微分 方程 
v= y 


gr 9210 
Oz? Yay 20y 


le T=TrC0S0, J O(7,0) 
51. 设 变 换 1 求 A(z, 9)” 


2 


一 到 一 到 
< O(z,Y, 
52. 设 变 换 |; = WU, 求 和 2 
2 一 2 力 


Zz 一 arsinpcosb， 8 
53. 设 椭圆 球 坐标 变换 为 y= brsinysing, 求 Sg 


Pb) 
Zz 一 cr cos %， 
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54. 证 明 不 存在 R" 到 Rm(m < n) 的 C1 同 胚 映射 . 

55. 求 下 列 函数 的 极 值 点 : 

(1) jz,y) = + 37— 12y+1; 

(2) f(z,9) = zy ln(z? + y2). 

56. 证 明 : 

(1) (0,0) 是 函数 f(z,y) = (y 一 2)(y 一 32?) 的 鞍点 ; 

(2) 当 函 数 f(z,y) 的 定义 域 限制 在 过 点 (0,0) 的 任 一 条 直线 上 时 ， 
它 在 点 (0,0) 处 取 极 小 值 . 


57 设 方程 F(z,wv)=0 与 G(z,wv) ==0 确定 可 微 函数 组 和 ， 
VU 


=v(7), 

求 4=w(z) 的 驻 点 所 满足 的 必要 条 件 . 

58. 分 别 求 R? 中 单位 圆 内 接 三 角形 和 内 接 长 方形 的 最 大 面积 . 

59. 设 函 数 v = w(z,y) 在 单位 圆 盘 A = {(z,y) :z+ 她 <1} 的 
闭 包 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ,在 4 内 满足 u(n.y) = 于 + 人 并 且 
在 64 上 wuw(z,y) = 0. 证 明 : 在 A 上,w(z,y) 三 0. 

60. 某 工 厂 要 生产 一 批 容积 为 1m3 的 铁皮 圆 桶 , 供 装 汽油 用 , 试 
问 : 什么 样 的 尺寸 可 使 用 料 最 省 ? 

61. 求 点 z0 = (29, 芍 ,… , 芭 ) e Rn 到 平面 和 aini = 0 的 距离 
共 中 maG 二 42.… ,nn) 为 常数 HE 

62. 求 曲面 2z2 + 3y2 + 2z2 一 12zy + 4zz 一 35 = 0 上 最 高 点 与 最 
低 点 的 高 度 ( 即 该 点 第 三 个 坐标 分 量 ). 

63. 求 函 数 f(z,y,z) = 4z2 十 妨 十 5z2 在 平面 2z 十 3y 十 4z = 12 
上 的 最 小 值 点 . 


64. 求 原点 到 曲线 {~ 二 1， 的 最 短 距离 
T 
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65 求 昌 线 人 eS 一 上 最 高 点 与 最 低 点 的 高 度 . 


66. 求 函数 f(z1,22,.… ,zn) = Ya 在 球面 ?十 z3 十 … 十 z2 = 1 
上 的 最 大 值 , 并 证 明 % 
je AN 
5 < (这 4 
67. 设 函 数 y = f(z) 在 区 间 [0,1] 上 可 积 , 求 关于 (a,b,c) 的 函数 
es [uw az? -bz -Cc)?dz ((a,b,c) e R3) 的 最 小 值 点 . 


68. 求 函数 z = = ea 十 她) 在 约束 条 件 z +y = c (c > 0) 下 的 极 
值 并 证 明 对 于 wo > 0 b>0,KeN, 有 


a+b * a+b 
3 
69. 椭 球 面 三 + 守 + 和 一 1 与 平面 z+y-z 一 0 的 交 线 为 一 椭 
圆 ， 求 该 生 加 在读 平面 内 所 力 区 域 的 面积 


70. 设 可 微 函数 z = f(w,v),y = g(u,v),z = h(w,v) 满 足下 (zx,y,z) = 
0, 其 中 F(z,y,z) 是 Cl 函数 , 证 明 : 


8(y,2) ,0(z,7) ,0(z,) 
Bu + Bi 0) YY + Bu) 


dz 


71， 求 曲线 人 在 (1, -1 1D) 处 的 切线 方程 与 


2rxz— zy—3=0 
法 平面 方程 . 
72. 求 下 列 曲面 的 切 平面 方程 与 法 线 方程 : 
(1) zz 二 内 一 2 一 4=0, 在 (2,11) 处 ; 


2 32 2z2 


(2) z+ 
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73. 在 曲面 > = z? 一 2zy 一 一 8z 十 4y 上 找 出 所 有 的 点 (z,y,z)， 
使 得 在 这 些 点 处 曲面 的 切 平面 是 水 平 的 . 

z = acost, 

74. 设 R3 中 的 曲面 在 柱 面 坐标 1 = asint, 下 的 方程 为 F(7, 90, z) 

z=bt 
= 0, 其 中 下 是 可 微 函数 . 试 求 (ro, 90, zo) 所 对 应 曲面 上 的 点 处 的 切 平 
面 方程 与 法 线 方程 . 

75. 设 曲 面 9 由 方程 F(z,y,z) = 0 给 出 , 其 中 F(zx,y,z) 是 区 域 
DC R" 内 的 Cl 函数 , 并 且 在 (zo,yo,zo) e D 处 满足 F'(zx0, vo, z0) 尖 
0. 证 明 该 曲面 (zo, yo, zo) 处 的 切 平面 上 过 点 (zo,yo,zo) 的 任何 一 条 
直线 都 是 曲面 上 过 该 点 的 某 光 滑 曲线 的 切线 . 


T= acost, 
76. 证 明 圆柱 螺旋 线 = asin 上 上 任 一 点 处 的 切线 与 z 轴 的 夹 
z=bt 
角 为 常数 . 
77. 求 曲 面 > = ze? 上 每 一 点 处 的 切 平面 方程 , 并 证 明 该 曲面 上 
任何 两 个 点 处 的 切 平面 均 相交 . 
78. 求 圆柱 面 zz + 如 = 1 与 曲面 > = zy 的 夹 角 . 
79. 证 明 曲 面 F(z -az,y 一 bz) = 0 (abe 有) 上 任 一 点 处 的 法 线 
与 一 条 固定 直线 垂直 . 
80. 证 明 曲 面 Vz + VY+ Vz = Va (a > 0) 上 任 一 点 处 的 切 平面 
与 三 个 坐标 轴 的 交点 到 原点 的 距离 之 和 为 常数 . 
81. 证 明 曲 面 zyz = a(a > 0) 上 任 一 点 处 的 切 平面 与 三 个 坐标 平 
面 所 围 的 体积 为 常数 . 
82. 证 明 曲 面 z? 十 4y 十 2? =0 与 2 十 让 十 部 一 6z 十 7 二 0 在 
(0, 一 1,2) 处 相 切 . 
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本 章 中 , 我 们 将 研究 多 元 函数 的 重 积分 .多 元 函数 的 重 积分 理论 
与 一 元 函数 的 定 积分 理论 是 平行 的 , 最 主要 的 差别 在 于 重 积分 的 积分 
区 域 与 闭 区 间 相 比 更 为 复杂 , 从 而 使 得 重 积 分 的 理论 与 计算 也 要 复杂 
得 多 .读者 在 学 习 重 积分 这 部 分 内 容 时 , 应 该 对 一 般 的 重 积分 理论 有 
深刻 的 理解 , 而 具体 计算 重 积分 时 ,主要 精力 则 应 放 在 二 重 及 三 重 积 
分 上 . 


815.1 重 积分 的 定义 


在 日 常生 活 和 科学 技术 中 许多 问题 的 解决 都 需要 用 到 重 积 分 . 例 
如 , 设 有 一 物体 (如 一 块 铁 矿 等 ), 已 知 其 密度 , 要 求 它 的 质量 . 若 将 此 
物体 放 在 R3 中 , 则 从 几何 上 看 , 该 物体 即 为 空间 的 一 个 闭 区 域 D, 而 
该 物体 的 密度 可 以 通过 D 上 的 一 个 函数 p(z,y, >) 来 刻画 . 

当 p(T,Yy,z2) = po (po 为 常数 ) 时 ， 该 物体 的 质量 m = poV, 其 
中 V 是 了 的 体积 ; 当 p(z,y,z) 不 是 常数 函数 时 , 我 们 可 以 利用 “分 
割 一 求 和 一 取 极限 ”的 方法 来 求 其 质量 .我 们 将 作 分 割 A = 


K 
{AD1,AD2,… ,ADk}, 使 得 【AD = D, 且 每 个 ADk 的 直径 


k=1 


diam(ADk) = ”sup |z 一 yl 很 小 ， 这 样 做 的 原因 是 使 得 p(z,%,z) 


TYEA Dk 


在 ADk 上 的 变化 不 是 很 大 , 因此 可 认为 p(z,y,z) 在 AD 上 几乎 是 常 
数 . 在 AD 上 任 取 (&k,mk,4x), 记 AVi 为 AD 的 体积 , 作 和 式 


K 
Dpéks ns Gk)AVE 


k=1 


(该 和 式 也 称 为 plz,y, z) 的 黎 曼 和 ). 若 当 和 (A) = ,Ds diam(ADk) 一 
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0 时 , 上 述 和 式 存在 极限 m, 则 自然 认为 m 为 该 物体 的 质量 . 

另外 一 个 例子 是 求 曲 顶 柱 体 的 体积 . 设 D Cc R? 是 有 界 闭 区 域 , 函 
数 z = f(z,y) 在 D 上 连续 , 且 对 于 Y(z,y) e D, 有 f(z,y) > 0. 因此 
我 们 有 一 个 空间 立体 

及 ={(z,yz):(z,y) € D,0 < z < f(z,y)}. 

通常 称 形 如 这 样 的 立体 为 曲 项 柱 体 ( 见 图 15.1.1). 为 了 求 8 的 体积 VV 
我 们 可 以 对 D 作 分 割 A = {ADi,AD2,… ,ADk}. 在 ADi(k = 
1,2,… ,天 ) 上 取 (&x,mx), 并 记 六 为 Dx 的 面积 . 当 极限 


了 i /le nk)Aok 
存在 时 , 同样 可 以 认为 该 极限 即 为 V 的 体积 . 


图 15.1.1 


上 面 的 两 个 例子 都 归结 到 求 一 个 特别 的 黎 曼 和 的 极限 . 讨论 何 时 
这 种 和 式 存在 极限 就 是 重 积分 理论 所 要 研究 的 问题 . 


15.1.1 Rn" 空间 中 集合 的 体积 


在 上 面 两 个 例子 的 黎 曼 和 中 , 我 们 首先 面临 的 问题 是 平面 区 域 的 
面积 与 R? 中 区 域 的 体积 问题 . 在 本 小 节 中 , 我 们 先 来 研究 一 下 这 个 问 
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题 . 在 R" 空间 中 , 我 们 使 用 的 是 欧 氏 度量 , 即 对 于 zx = (z1, za，…… ,zn)， 
2 = (yo ,yn) ER",z,y 之 间 的 距离 为 


lz 一 可 = ,| > (ci 一 力 )2. 
j=1 


因此 我 们 可 以 定义 一 个 n 维 长 方 体 
A= {(z1,72,… ,Tn) :a; < 1i < b;} 
的 体积 为 (4) = 工 (o - oj) 在 本 章 中 , 如 果 没 有 特别 说 明 , 所 有 的 
5=1 
长 方 体 都 是 指 上 述 形式 的 长 方 体 , 即 这 些 长 方 体 的 各 个 面 均 是 与 某 个 
坐标 平面 平行 的 . 

下 面 我 们 希望 用 长 方 体 的 体积 来 给 出 一 般 集合 体积 的 定义 . 设 
EC R" 是 一 给 定 的 非 空 有 界 集合 , 我 们 来 讨论 EE 的 体积 的 定义 . 不 妨 
设 已 不 是 一 个 长 方 体 . 我 们 考虑 由 及” 中 有 限 个 长 方 体 构成 的 长 方 体 
族 {4x} 和 六 且 假 定 它 满足 条 件 : 

() 4n4 = 2 (= 12 ,K;j #0); 

K 


(2) J A > E. 


h=1 
为 了 简便 , 以 下 我 们 将 满足 上 述 条 件 的 长 方 体 族 记 为 4z. 

对 每 个 给 定 的 长 方 体 族 Ag, 记 m(AE) 为 Ap 中 完全 含 于 已 内 
的 那些 长 方 体 的 体积 之 和 , M(4z) 为 Ap 中 与 已 的 交 非 空 的 那些 长 
方 体 的 体积 之 和 . 由 定义 , 显然 有 m(Ag) < M(Ag). 

设 Ap = {4k} 代 1,4% = {4;} 并 1 分 别 为 两 个 满足 上 述 条件 的 长 
方 体 族 , 称 42 是 4 的 细 分 , 若 对 每 个 A;,E A% (jo = 1,2,… ,J), 都 
存在 hko e 4p, 使 得 4’, C Ako. 当 A% 是 Ag 的 细 分 时 , 我 们 有 

m(AE) < m(Ag) < M(AE) < M(Ag). 

因此 , 类 似 于 定 积分 达 布 理论 中 的 上 下 积分 , 我 们 定义 

m(E)=supm(Ag), M(E)= inf M(Azg). 
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在 这 里 sup 和 inf 都 是 关于 所 有 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 长 方 体 族 Ap 
取 的 . 
定义 15.1.1 设 CR" 是 有 界 集合 ,车 忆 满 足 
m(E) = M(E), 
则 称 巨 是 可 求 体积 的 , 并 称 m(E) = M(E) 是 瑟 的 体积 , 记 其 为 V(E). 

为 了 刻画 可 求 体积 的 集合 , 我 们 给 出 下 述 定理 . 

定理 15.1.1 设 马 CR" 是 有 界 集合 , 则 已 可 求 体积 的 充分 必 
要 条 件 是 V(9E) = 0. 

证 明 ”必要 性 设 忆 可 求 体积 , 由 定义 可 知 , 对 于 ve > 0, 存在 
满足 条 件 (1), (2) 的 长 方 体 族 .全 ,使 得 

M(AE) — m(As) < e. 
取 AB 中 与 98 相交 的 长 方 体 构成 的 集合 为 A3g, 则 
M(43p) = M(AE) - m(AE) < e， 
从 而 有 inf M(Aog) <e. 由 的 任意 性 知 V(8E) = 0. 

充分 性 ” 设 V(9E) = 0, 则 对 于 ve > 0, 存在 有 限 个 长 方 体 构 成 的 
集合 435, 使 得 M(435) < s. 任 取 集合 42, 使 得 A8 中 的 长 方 体 都 
在 .4 中 , 则 

M(A%)—m(AE) < M(ASE) < <. 
因此 有 M(E) = m(E), 从 而 EE 可 求 体积 . 证 毕 . 

对 于 R" 中 的 有 界 集合 E, 若 V(E) = 0, 则 称 E 为 零 体积 集 ， 由 
体积 的 定义 , 若 Ei 与 Eo 为 零 体积 集 , 显然 Bn Ez, BiUE 及 Ei\ EB 
都 是 零 体积 集 . 对 于 R? 中 的 可 求 体积 的 有 界 集合 王 , 我 们 有 时 也 称 巨 
可 求 面积 , 并 记 V(E) = o(E). 

注 ”从 体积 的 定义 不 难看 出 , 若 集合 E C 了" 的 体积 为 零 ， 则 对 
于 ve > 0, 存在 R" 中 有 限 个 长 方 体 A1, 42,… ,Ak, 使 得 UU 入 SN 

k=1 


K 
且 V (Ua) < <. 由 有 限 个 长 方 体 组 成 的 集合 也 称 为 简单 集合 . 


二 1 
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关于 Rn 的 有 界 子 集 的 体积 , 由 定理 15.1.1 我 们 有 以 下 推论 . 
推论 1 设 4,B 是 及 "中 可 求 体积 的 有 界 集合 , 则 4UB, 4nEB， 
4\ 了 3 均 可 求 体积 . 
证 明 ”注意 到 
a(4UB)ca4)Uua(B)，684nB) ca(A4)Ua(B)， 
a(4\B) ca4)Ua(B)， 
由 于 8(4),8(B) 的 体积 为 零 , 从 而 8(AU B), 8(AnB), 8(4 一 B) 的 体 
积 均 为 零 . 由 定理 15.1.1 知 推论 1 成 立 . 证 毕 . 
特别 地 , 对 于 我 们 经 常 遇 到 的 区 域 , 我 们 容易 看 出 下 述 结论 成 立 . 
推论 2 设 DD 是 R" 中 的 有 界 区 域 , 则 D 可 求 体积 的 充分 必要 
条 件 是 万 可 求 体积 , 并 且 当 它们 可 求 体 积 时 , V(D) = V(D). 
下 面 我 们 来 研究 一 下 今后 常见 的 R? 中 的 有 界 区 域 的 面积 问题 . 
例 15.1.1 设 R? 中 的 有 界 区 域 D 的 边界 由 有 限 条 可 求 长 曲线 
所 组 成 , 证 明 DD 可 求 面积 . 
证 明 设 8D = | ,其 中 I 为 可 求 长 曲线 . 现在 我 们 证 


Eh 


明 o(8D) = 0. 因此 DD 可 求 面积 . 

事实 上 , 对 于 Vj(1 < j < J), 我 们 只 要 证 o( 卫 ) = 0 即 可 . 设 方 
的 长 度 为 i;, 对 于 vk e N, 将 万 按 弧 长 等 分 成 个 小 弧 段 . 易 见 每 一 
小 弧 段 均 可 含 于 一 个 边 长 为 全 的 正方 形 内 . 因此 万 可 被 上 个 边 长 
为 4 的 正方 形 所 覆盖 . 由 于 


1 AN2 12 
(全 = 16 过 一 0 (一 oo)， 


大 k 
因此 有 o(7T;) = 0. 
由 例 15.1.1 可 知 , 若 平面 上 一 个 有 界 区 域 D, 它 是 由 有 限 条 分 段 
光滑 的 曲线 所 围 , 则 可 求 面积 . 作为 习题 , 请 读者 证 明 , 若 曲 线 卫 是 
一 元 连续 函数 y = f(z)(z e [a, 溃 ) 的 图 像 , 则 o(T) = 0. 
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最 后 我 们 指出 , 在 R" 中 是 存在 不 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 的 . 由 于 
这 类 集合 的 构造 相当 复杂 , 在 这 里 我 们 就 不 对 此 加 以 介绍 了 . 


15.1.2” 重 积分 的 定义 
设 D SR" 是 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 , 我 们 称 
A= {ADi,AD;,,…. ,ADk} 
为 DD 的 一 个 分 割 , 若 A 满足 : 


(1) 每 个 AD(k = 1,2,… ,K) 是 DD 的 一 个 可 求 体积 的 闭 子 集 ; 
(2) AD1, AD2,… ,ADk 两 两 交集 的 体积 为 零 , 即 


V(ADinADR) =0 Gk=1,2,.,K;j #8); 
K 
(3) D= (J AD:. 


k=1 


记 AVi 为 ADk 的 体积 ,di 为 AD 的 直径 , 即 d= up lz— yl 
TY x 
(k= 二 1,2,.…,K), 并 记 和 A) = ,Ds {d} 
定义 15.1.2” 设 函数 f(z) = f(z1,7z2,… ,zn) 在 可 求 体积 的 有 
界 闭 区 域 D Cc R" 上 有 定义 , A 为 DD 的 一 个 分 割 . 在 每 个 ADk 上 任 
K 
取 一 点 &4(k = 1,2,… , K), 作 黎 曼 和 >》 f(&)AVe. 如 果 存 在 常数 7 
k=1 


使 得 对 于 Ve > 0, 36 > 0, 对 D 的 任何 分 割 A 以 及 任意 选取 的 &)， 
当 A(A) <5 时 ,有 


区- 已 


K 
reosn 一 


k=1 


则 称 f(z) 在 D 上 可 积 , 并 且 称 7 为 f(z) 在 D 上 的 n 重 积分 , 记 为 


[ff rar 或 [ff see, ,Tn)dr1d72 +. .+ dzn, 


其 中 f(z) 称 为 被 积 函 数 , D 称 为 积分 区 域 , z1,z2,… ,zn 称 为 积分 变 
量 , dV = dz1dz2.… dzn 称 为 体积 元 素 . 
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在 上 述 定义 中 , 特别 地 , 当 n = 2 时 , 我 们 常常 记 被 积 函数 f(z) = 
f(z,y), 此 时 f(z,y) 在 D 上 的 二 重 积分 记 为 


/ jn Jean 或 | 1 je,g)dzdy 


这 时 也 称 dc = dzdy 为 面积 元 素 . 当 n = 3 时 , 记 被 积 函数 f(x) = 
f(z,y,z), 则 f(z,y,z) 在 D 上 的 三 重 积分 记 为 


所 f(z,y,z)dV 或 JJ eaananaz 


在 重 积分 中 , 二 重 积分 具有 鲜明 的 几何 意义 . 设 > = f(z,y)((z,y) e 
DD), 其 中 D c R? 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , 再 设 f(z,y) 在 D 上 连续 


且 为 正 函 数 , 则 从 二 重 积分 的 定义 可 以 看 出 ， I f(z,y)dzdy 是 以 曲 


面 z= f(z,y)((z,y)eDD) 为 项 , 以 闭 区 域 D 为 底 的 曲 顶 柱 体 的 体积 ( 见 
图 15.1.2). 


图 15.1.2 


特别 地 , 当 D c R2 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 时 ， / 人 上 Gdy 每 
D 


于 D 的 面积 ; 当 D c R 是 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 时 ， / 1/ 1/ 
D 
等 于 D 的 体积 . 
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注 ” 当 n= 1 时 ,有 界 闭 区 域 D 一 定 是 有 界 闭 区 间 . 设 函 数 f(z) 
在 区 间 [a,8] 上 有 定义 , 上 述 重 积分 的 定义 与 f(z) 在 [a,4] 上 的 定 积分 
并 不 一 致 . 这 主要 是 在 定 积分 中 我 们 必须 考虑 积分 区 间 的 有 向 长 度 的 
缘故 , 而 上 述 重 积分 不 考虑 区 间 的 方向 , 只 考虑 其 长 度 . 
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15.2.1 ” 达 布 理论 


在 重 积分 定义 中 , 我 们 没有 假定 f(z) 在 有 界 闭 区 域 D c R" 上 是 
有 界 的 , 但 当 f(z) 可 积 时 , 我 们 可 以 推出 f(z) 在 D 上 必定 有 界 . 事 
实 上 , 倘若 f(z) 在 D 上 无 界 , 由 于 D 是 有 界 闭 区 域 , 因此 它 的 体积 
大 于 零 . 由 有 限 覆 盖 定 理 可 知 , 存在 ro se D, 使 得 对 于 任何 zo 的 邻 
域 U(zo,5)(5 > 0), f(z) 在 U(zo,5)mD 上 都 无 界 . 因此 对 于 v5 > 0， 
令 ADi 为 U(zo,6)nDD 的 闭 包 , 则 ADs 的 体积 V(ADs) > 0. 这 
是 因为 , 当 zo 是 DD 的 内 点 时 , 这 是 显然 的 ; 当 ro 是 D 的 边界 点 时 ， 
于 DD 是 D。 的 闭 包 , 因此 U(zo0,6) 必 含 有 D? 中 的 点 z1, 从 而 存 
在 6'(0 < 5 < 6) 使 得 U(z1,6') C ADi, 故 这 时 也 有 V(ADs) > 0. 另 
外 , 显然 存在 D 的 分 割 A = {ADi,ADi…… ,ADk}, 且 XA) < 26. 
如 同 定 积分 一 样 , 我 们 可 以 选择 &; s ADs, 使 得 f(z) 关于 A 的 某 些 
黎 曼 和 的 绝对 值 可 以 大 于 任何 指定 的 正 数 . 这 就 说 明了 f(z) 在 D 不 
可 积 . 于 是 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 15.2.1 设 DcR" 是 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 , 若 f(z) 在 也 
上 可 积 , 则 f(z) 在 D 上 有 界 . 

在 本 小 节 中 , 我 们 总 假定 D 是 R" 中 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 , f(z) 
是 D 上 的 有 界 函 数 , 并 记 M 与 m 分 别 为 f(x) 在 D 上 的 上 、 下 确 界 . 

设 A = {ADi,AD2,… ,ADk} 是 D 的 一 个 分 割 , 对 于 k = 
1,2,… ,KK, 记 AV 是 AD 的 体积 , Mi 与 mk 分 别 为 f(z) 在 ADk(k = 
1,2,… ,KK) 的 上 、 下 确 界 . 我 们 称 
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K 
5(A) = >, MA 从 


k=1 


为 f(z) 关于 分 割 A 的 达 布 大 和 , 而 称 
K 
S(A) = 2 mkA 伏 
大 一 1 


为 A(z) 关于 分 割 A 的 达 布 小 和 . 
设 Al = {ADi,AD2,… ,ADk}) 与 As = {AD',AD;,:… ,AD'} 
是 DD 的 两 个 分 割 , 若 对 于 YI(1 < 1 < 工 ), 都 存在 k(1 < k < K) 使 
得 ADi c ADk, 则 称 As 是 Ai 的 细 分 , 并 记 为 Al C Az. 不 难看 出 ， 
对 DD 的 任意 两 个 分 割 Al 与 Az, 总 存在 D 的 分 割 A', 使 得 Al C A' 
和 As C A'. 事实 上 , 取 
ADINAD, #8 (l=1,2,..,L;k=1,2,...,K) 


组 成 的 分 割 为 A' 即 可 . 
如 同 定 积分 的 达 布 理 论 , 关于 达 布 大 和 、 达 布 小 和 , 我 们 有 下 列 
es 记 S(A) 为 函数 f(z) 关于 分 割 A 的 任 一 黎 曼 和 , 则 有 
S(A) < S(A) < 5(A). 
(2) 车 D 的 两 个 分 割 A1, As 满足 As c Ai, 则 有 
S(A1) > S(A2), S(A1) < 5(A2). 
(3) 对 DD 的 任意 两 个 分 割 A1, Az, 总 有 


S(A1) < 5S(A2). 


现 记 
I*=inf5(A), 1. = supS(A), 
. A 


我 们 分 别称 7*, I 为 f(z) 在 D .上 的 上 积分 和 下 积分 . 
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定理 15.2.2 ( 达 布 定理 ) ,5A) =71", .oS(A) 二 了 


利用 类 似 于 定 积分 达 布 理论 的 讨论 , 我 们 可 以 证 明 下 面 的 结论 . 
定理 15.2.3 ” 设 函 数 f(z) 在 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 D C Rn" 
上 有 界 , 则 f(z) 在 D 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 ve > 0, 存 


KkK 
在 DD 的 分 割 A = {ADi,AD2,… ,ADk}, 使 得 > ,wrAV < 6, 其 
k=1 
中 wi = Mi 一 mk 为 f(z) 在 ADk(k = 1,2,… ,KK) 上 的 振幅 , AVi 
为 ADx 的 体积 . 
上 述 定理 以 及 性 质 (1)~(3) 的 证 明 几乎 与 定 积 分 相应 定理 、 性 质 
的 证 明 方 法 完全 一 样 , 作为 练习 , 请 读者 自己 给 出 . 
在 重 积分 的 定义 及 可 积 性 讨论 中 , 当 有 界 闭 区 域 D 的 边界 很 复杂 
时 , 相应 的 分 割 A = {AD,AD2,… ,ADk} 中 的 每 个 小 集合 也 可 能 
是 很 复杂 的 . 这 使 得 对 重 积 分 计算 公式 的 推导 产生 很 大 困难 . 值得 指 
出 的 是 , 当 f(z) 在 有 界 闭 区 域 D 上 可 积 时 , 我 们 可 以 证 明 f(z) 在 也 
上 的 重 积分 等 于 一 列 特别 的 黎 曼 和 的 极限 . 在 该 序列 中 , 黎 曼 和 对 
应 的 分 割 具有 下 面 的 形式 : 


A’={ADi,AD;,.… ,AD’, ADY, AD?,.…. AD， 


其 中 , 对 于 Yj(1 < j < J), AD; 为 完全 落 在 D* 的 小 闭 区 域 (甚至 可 
以 是 小 立方 体 ), 而 ADY neD 关 g(1= 12…… 万 .在 AD; 上 任 取 5 
并 记 A 太 为 AD; 的 体积 (ij = 1,2,… ,J), 则 有 
J 
.2 AY kt 
事实 上 , 由 f(z) 在 D 上 可 积 , 从 而 存在 M > 0, 使 得 对 于 Yz e 也 ， 
有 |f(z)| < M.， 另外 , 再 由 f(z) 的 可 积 性 ,从 而 37 € RR, 使 得 对 


于 Ye > 0, 35 > 0, 对 于 DD 的 任意 分 割 A = {ADi,AD,,:… ,ADk} 
及 ADk 上 任意 选取 的 &(k =1,2,… ,K), 当 和 (A) <5 时 ,有 
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K 
E € 
后 3 和 6 < 7 


K 
DFE)AV: -I 
==1 


其 中 wi(k = 1,2,… ,KK) 为 f(z) 在 AD 上 的 振幅 . 
由 DD 可 求 体积 , 总 存在 有 限 个 长 方 体 集合 Ap = {Ak} 人 1, 使 得 


M(AD) —m(Ap) < pr 


显然 , 我 们 可 以 取得 每 个 小 长 方 体 A 充分 小 , 使 得 diam(4k) < 5( = 
1,2,… ,天 ). 因此 A={4knDj 双 ;是 万 的 一 个 分 割 , 且 A(A) < 6. 
在 每 个 ADk = 4k nD 上 取 &, 并 记 AVi 为 ADk 的 体积 (k = 
1 则 有 


ren -十 < 全 


k=1 


记 

A= {AD’,ADS,.… ,AD’, AD’, ADY,... ,AD’}, 
其 中 AD; c D°(j = 1,2,-… ,J), 其 余 的 ADY 与 9D 的 交 非 空 . 记 AV; 
为 AD;(j = 1,2,… ,J) 的 体积 , AVY 为 ADY( = 1,2,… ,也 的 体积 . 
在 AD; 上 任 取 &(i =1,2,… ,J), 则 有 


K’ J 
DE AVE — DFE)AV 


b==1 j=1 


J L 
< DFé;) — Fé)IAVY + + f(é)AV 
1 t=1 


失 


cS +M.:(M(AD) — m(AD)) 


平 1 


Ee 
4 2’ 


从 而 有 


<é. 


J 
DCE)AV -1 
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, 注意 到 上 述 黎 曼 和 只 与 D 内 部 的 小 长 方 体 构成 的 集合 有 关 . 由 于 以 后 
我 们 还 将 用 到 上 面 的 结论 , 我 们 将 其 用 下 面 的 推论 形式 给 出 . 
推论 设 函 数 f(z) 在 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 D 上 可 积 , 且 其 积 
分 值 为 I, 则 对 于 ve > 0, 35 > 0, 对 了 的 特殊 分 割 


A= {AD’,AD;,.… ,AD1,ADY,ADY… ,ADY}, 


其 中 AD; c D°(j = 1,2,… ,J), 并且 AD; 均 是 小 长 方 体 , 而 ADY mn 
8D # 2(1=1,2,… ,L), 当 和 (A) <5 时 , 任 取 &€ AD;’(j = 1,2,.…， 
J 则 有 


<Eé, 


J 
2 f(AV -I 
j=} 


其 中 AW 是 AD10 = 1,2,… ,J) 的 体积 . 

下 面 我 们 来 讨论 一 下 可 积 函 数 类 . 

定理 15.2.4 ” 设 D C R" 是 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 ， 再 设 函 
数 f(z) 在 D 上 连续 , 则 f(z) 在 D 上 可 积 . 

证 明 ” 记 D 的 体积 为 V > 0. 由 于 f(z) 在 D 上 连续 , 且 卫 是 紧 
集 , 因此 f(z) 在 D 上 一 致 连续 , 从 而 对 于 ve > 0, 35 > 0, 当 Di c 卫 
且 Di 的 直径 diam(D1) < 6 时 , f(z) 在 D: 上 的 振幅 w(Di) < 7 
于 是 我 们 可 以 任 取 D 的 一 个 分 割 A = {ADi,AD;,… ,ADxk), 使 
得 (A) < 5, 这 样 我 们 就 有 


天 3 
WkAVk < 地 AVk = &, 
艺 kAVE 7 艺 大 


其 中 wk 是 f(z) 在 AD 上 的 振幅 , AVi 为 ADk(X = 1,2,…,K) 的 
体积 . 因此 f(z) 在 D 上 可 积 . 证 毕 . 

注 ”上 面 的 证 明 方 法 可 以 用 来 证 明 下 述 结论 : 设 函 数 f(z) 在 可 
求 体积 的 有 界 闭 区 域 D 上 有 界 , 并 且 除 去 D 的 一 个 零 体积 集 外 连续 ， 
则 f(z) 在 D 上 可 积 . 
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例 15.2.1 设 {zk} 是 区 间 [0,1] 上 所 有 有 理 数 组 成 的 序列 , 定 
义 思 = [01] x [0,1]] 上 的 函数 f(z,y) 如 下 : 
r= Zzk(k EN),0<y<]1, 


f(z,y) = 
其 他 . 


证 明 f(z,y) 在 D 上 可 积 , 且 / / je)dzdy = 0. 
D 


CE 


证 明 ”对 于 Ve >0,3K EN, 使 得 元 < 了 任 取 大 > K, 将 [0,1] 
等 分 成 个 小 区 间 , 相应 地 将 D 等 分 成 k&? 个 小 正方 形 
ADi，AD， .… ，ADh. 
这 k? 个 小 正方 形 中 最 多 只 有 2kK 个 小 正方 形 与 下 述 线段 
{(c 人 ):z=ziza ,TK,0 SY <1} 
的 交 非 空 . 记 f(z,y) 在 AD,(1 < 1< 妒 ) 上 的 振幅 为 w, 则 有 
区 


后 
1 oakK ewl 52K ce 
和 二 一 一 十 二 . 
包 “ Sk + BB kta 


因此 取 大 > 入， 则 有 


由 定理 15.2.3 知 f(z,y) 在 D 上 可 积 . 

对 DD 的 任意 分 割 A = {ADi,AD2,… ,ADk}, 我 们 总 可 以 取 
(&k,7k) e ADk(k = 1,2,… ,KK), 使 得 f(&x,mk) = 0( 除 非 AD 的 面 
积 Aok = 0). 因此 


天 


> JEemke)Aok =0, 


k=1 


所 以 // f(z,y)drdy = 0. 
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读者 可 以 证 明 上 面 例子 中 的 函数 的 间断 点 集合 恰好 是 {(z,y) : 
Zz 二 Zk(k EN),0 < y < 1}.， 上 例 说 明 , 尽管 f(x,y) 在 无 穷 多 条 线 
段 上 不 连续 , 但 它 仍然 可 积 . 

15.2.2” 重 积分 的 性 质 

对 于 重 积分 , 我 们 同样 有 定 积分 所 具有 的 一 些 相应 性 质 ， 在 下 述 
性 质 中 , 我 们 总 是 假定 D Cc R" 为 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 . 

性 质 15.2.5 ” 设 函 数 f(z),g(z) 在 D 上 可 积 , a,68 e R 是 两 常 
数 , 则 af(z) + 8g(z) 在 D 上 可 积 , 并 且 有 


ff here) + Bata)av 
=e /ff reav te ff f oar 


性 质 15.2.6 ” 设 函 数 f(z) 在 D 上 可 积 , 则 |f(z)| 在 D 上 可 积 ， 


并 且 有 
(ffs < ff fir 


性 质 15.2.7 ” 设 Di C R", DC R" 为 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 ， 
DeinD; = Cg, 且 D1UD; 为 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 , 则 f(z) 在 DiUD。 
上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 在 Di 和 D。 上 分 别 可 积 , 并 且 f(zx) 
在 DiU D 上 可 积 时 成 立 


J 


在 性 质 15.2.7 中 , 当 DiND。 = & 时 ,我 们 自然 地 定义 f(z) 在 DiU 
D2 上 的 重 积分 为 f(z) 在 Di 与 D 上 的 重 积 分 之 和 . 容易 看 出 这 个 
性 质 可 以 推广 到 有 限 个 两 两 不 交 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 的 情况 , 我 们 
在 广义 重 积分 中 要 遇 到 这 种 情况 . 

性 质 15.2.8 ” 设 函数 f(z),g(z) 在 D 上 可 积 , 且 对 于 Ye e 了 ， 
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有 f(z) < g(z), 则 


ff f rwav < {ff gar 


性 质 15.2.9 ” 设 函 数 f(z),g(z) 在 D 上 可 积 , 则 f(z)g(z) 在 D 
上 可 积 . 

性 质 15.2.10 ( 重 积分 第 一 中 值 定理 ) ” 设 函 数 f(z) 在 D 上 连 
续 , g(z) 在 D 上 可 积 且 不 变 号 , 则 存在 € € D, 使 得 


ff f(z)g(z)dV = f(é) f/f- 9g(z)dV. 


以 上 这 些 性 质 的 证 明 与 定 积分 相应 性 质 的 证 明 类 似 , 请 读者 自己 
给 出 . 
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我 们 在 前 面 介绍 了 R" 中 可 求 体积 的 有 和 界 闭 区 域 上 的 重 积分 理论 . 
在 本 节 及 下 节 中 , 我 们 将 讨论 重 积分 的 计算 问题 . 我 们 主要 介绍 二 重 积 
分 与 三 重 积分 的 计算 . 


15.3.1 ”化 二 重 积分 为 累 次 积分 


在 讨论 一 般 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 上 的 二 重 积分 的 计算 之 前 , 我 
们 先 来 讨论 一 下 矩形 区 域 上 的 二 重 积分 . 
定理 15.3.1 ” 设 函 数 f(z,y) 在 D = [a,9] x [c,d] 上 可 积 , 且 对 


d b 
于 Vz e [a,b), I(z) = / f(z,y)dy 存在 , 则 定 积分 ’ T(z)dz 存在 , 并 


几 f(z,Y)dzrdy = ra a [=f rea 


证 明 ”对 [a,5] 作 分 割 
As:a=7X0 <ZT1<.……<21=b, 


并 记 Azj = zj 一 zj-1(j = 1,2,… ,J); 对 [c,d] 作 分 割 
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Ay:c=yo < < < yk=d, 
并 记 Ayk = 太一 V1 二 1,2,… ,K). 过 点 (z;,0)(j =1,2,… ,四 且 
平行 于 y 轴 的 直线 以 及 过 点 (0,yk) (k = 1,2,… ,KK) 且 平 行 于 z 轴 的 
直线 将 D 分 成 了 一 些小 矩形 , 它们 组 成 了 D 的 一 个 分 割 : 
A={ADj;r:1<j< J ,1SkgK}. 


显然 (A) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 XAz) 一 0 和 A(Ay) 一 0. 在 
[zj-1,23] 上 任 取 &, 在 [yr-1,yk] 上 任 取 mm, 则 (和 ,mk) € ADjx (1 < 
jl<ksgK). 
记 
mk = (oahD, Ah， Ma i: 


则 有 
CS 天 
DD Df, TE)AT;AY: < DY MikAzjiAyk， 


j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 


从 而 有 
re J a 
》 > mikAziAy < > 区 fl€j,y joy) Azj 


j=1 k=1 j=1 


ES 3 
= > TI(6)Am < 》 > MirAr;Ayk. 


和 j=1 k=1 


由 于 


Es 
Mo > > mirAr;Ave 一 、 二 a DMA A 
j= 


1 k=1 j=1 k=1 


/ f(ardy, 
从 定 积分 的 定义 知 , T(z) 在 la, 上 可 积 , 并 且 
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b 
/ T(z)dz = Rn: ,De) Azi = /I f(z,y)drdy. 
证 毕 . 

注 1 车 f(z,y) 在 DD= [a,0b]x [c,dj 上 可 积 , 且 对 于 vy e [c,d)， 


b d 
本 / f(z,W)dz 存在 , 则 类 似 地 可 以 证 明 / J(y)dy 存在 , 并 且 


/ 人 f(z,Yy)drdy = / Cy / “yeahdr 


b 
今后 我 们 称 形 如 1 站 lady 或 [a 厂 fteuwaz 的 积分 为 
累 次 积分 . 之- A 
注 2 ， 在 矩形 区 域 上 的 二 重 积分 相当 于 一 个 二 元 函数 的 极限 , 而 
黑 次 积分 相当 于 一 个 二 元 函数 的 累 次 极限 , 因此 , 类 似 于 极限 与 累 次 极 
限 的 关系 , 当 一 个 二 重 积分 存在 时 , 我 们 不 能 保证 该 积分 能 用 累 次 积分 
求 出 . 这 样 的 例子 可 以 容易 举 出 . 事实 上 , 我 们 只 要 对 例 15.2.1 稍稍 加 
以 修改 即 可 , 例如 设 D = [0,1 x [0.1, 当 (z,y) ED 时 , 令 


四 志 (k € N), y 为 有 理 数 ， 
T,Yy)= 
， 其 他 


我 们 来 说 明 f(z,y) 在 D 上 的 二 重 积分 不 能 通过 累 次 积分 求 出 . 用 与 
例 15.2.1 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 f(z,y) 在 D 上 可 积 且 积分 为 零 . 但 


当 z= 时 ,f (hv) = Dly), 其 中 D(y) 是 [0,1] 上 的 狄 利克 需 函 
数 , 从 而 它 在 [0, 1] 上 不 可 积 . 
例 15.3.1 设 D= [0,1] x [0,1]，, 计算 1= [x T(z — Y)dzdy. 
解 ” 由 于 被 积 函 数 z(z -vy)? 在 D 上 连续 , 因此 


m=/ sf 2Z 一 oav= 人 =| -ic- 史 a 


=/ > =[ 四 -CC-Ddz= 圳 . 
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下 面 我 们 讨论 R? 中 两 类 特殊 有 界 闭 区 域 上 的 二 重 积分 问题 . 

在 此 我 们 先 来 复习 一 下 X 型 区 域 与 Y 型 区 域 的 概念 . 若 区 域 D = 
{(z,y) :a < z < b,p1(7) < y < yp2(z)}, 其 中 pi(z) 与 pz(z) 是 区 
闻 [a,9] 上 的 连续 函数 , 且 对 于 Vz es (中 有 pli(z) < pz(z), 则 称 DD 
为 X 型 区 域 ( 见 图 15.3.1). 


Wl 


y=p2(D) 


y=P(D) 


by 


15.3.1 

车 D= {x9) :ec <y < dh(y) < rz < trly)}, 其 中 wi(y) 

与 wo(y) 是 区 间 [c,d] 上 的 连续 函数 , 且 对 于 vy es (c,d), 有 wi(y) < 
如 (四 则 称 D 为 了 型 区 域 ( 见 图 15.3.2). 


图 15.3.2 


显然 任何 X 型 区 域 与 Y 型 区 域 都 是 可 求 面 积 的 . 对 于 此 类 区 域 
上 的 二 重 积分 , 我 们 有 以 下 结论 . 
定理 15.3.2 设 D = {(z,y) :a < 7 < bp(r) < y < po(7)} 
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是 X 型 区 域 ， 函数 f(z,y) 在 D 上 可 积 ， 且 对 于 Vz e [a,b], I(z 


pa2(z) 
/ fle,Way 存在 , 则 定 积分 (zs)dz 存在 , 且 


内 jz,y)dzdy -/ rodz= 人 dz [ear (15.3.1) 


证 明 ”由 于 函数 yp1(z) 与 wz(z) 在 [由 上 连续 , 我 们 取 c = 


win p1(?) -1,d= x XP2(7) +1, 则 Dc Di= [a,b) x [c,dj. 记 
z 


宏 


f(z,y), (z,y) ED, 
jc- (z,y) € Di\D. 


由 重 积分 的 性 质 知 , f(z,y) 在 Di 上 可 积 , 且 对 于 Vz e [o, 趾 ， 
ea2(z) 
[i f(z,y)dy = ey f(z,y)dy 
因此 


i b pz2(Z) 
fh sewary= ff Fayardy = /ua / ya 
证 毕 . 
注 ” 当 f(z,y) 在 Y 型 区 域 
D={(z,y) :cy dW(y) < 7 < wly)} 
WW2(y) 
上 可 积 , 且 对 于 Vy e [c,d], J(y) = [ cg)dz 存在 时 则 定 各 
a 1(Y, 
分 | J(w)ay 存在 , 且 


几 f(z, waray= 三 J(y)dy = / ‘wf f(x, (153,2) 


通常 我 们 称 (15.3.1) 与 (15.3.2) 右边 的 积分 为 重 积分 / 人 Poy) 
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的 累 次 积分 另外 , 当 D 是 一 般 有 界 闭 区 域 时 , 若 添加 有 限 条 光滑 曲 
线 可 以 将 D 分 成 有 限 个 X 型 或 Y 型 区 域 , 我 们 也 可 以 通过 累 次 积分 
来 计算 D 上 的 二 重 积分 . 

例 15.3.2” 设 有 界 闭 区 域 D Cc R? 由 直线 y = 0 及 曲线 y = 
z3,z 十 y 二 2 所 围 成 , f(z,y) 是 D 上 的 连续 函数 , 试用 两 种 不 同 的 积 
分 顺序 将 二 重 积分 上 人 f(z,y)dzdy 化 为 黑 次 积分 . 


解 ”参照 图 15.3.3, 我 们 有 
ff sewarey= 人 ‘ay f(z,y)dz 
-ff revart dz fe 
y 


Sy 


图 15.3.3 


从 上 例 中 可 以 看 出 , 选择 不 同 的 积分 顺序 , 计算 的 难 易 程度 可 能 会 
有 所 差别 . 


VI oi 
例 15.3.3 ”计算 累 次 积分 [= 广 和 yav 
0 2 


解 ”由 于 2 的 原 函 数 无 法 求 出 , 累 次 积分 不 能 直接 计算 . 为 此 
考虑 函数 
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siny 
， 0， 
f(z,y) = | We 


在 平面 区 域 D = {(z,y) :0 < zx < 1,z < y < Vz} 上 的 二 重 积分 ( 见 
图 15.3.4). 


Sy 


由 于 f(z,y) 在 D 上 连续 , 因此 该 二 重 积分 可 以 化 为 累 次 积分 . 我 


们 有 
[ef wf ew fo fe 


2 
-[ WU= iiny it. 
0 y 


从 例 15.3.3 可 以 看 出 , 对 于 一 些 二 重 积分 , 其 中 一 个 累 次 积分 很 
难 计算 出 二 重 积 分 的 值 , 而 另 一 个 累 次 积分 却 能 容易 地 算出 二 重 积分 
的 值 . 

例 15.3.4 计算 R3 中 以 柱 面 z2?+y=a? 与 xz2+z2 二 a2(a > 0) 
为 边界 且 含 有 原点 的 立体 体积 了 

解 ”由 对 称 性 , 该 立体 在 八 个 卦 限 中 都 具有 相等 的 体积 . 在 第 一 
卦 限 中 , 该 立体 是 以 区 域 D = {(z,y) :zz+oj 和 az>0y>0} 为 
底 , 以 曲面 z = Va? 一 xz? 为 项 的 曲 顶 柱 体 ( 见 图 15.3.5). 
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图 15.3.5 


由 二 重 积分 的 几何 意义 知 


V =s// zdzdy. 
D 


化 二 重 积分 为 累 次 积分 即 得 
a Vai—z7 
v=8// adrdy=8 [ dof Va 一 Z2dy 
D 0 0 
= 一 z2?)dz = De. 
0 


15.3.2 ”化 三 重 积分 为 累 次 积分 

对 于 三 重 积分 , 当 其 积分 区 域 具有 特殊 形状 时 , 我 们 可 以 将 三 重 积 
分 化 为 累 次 积分 . 

设 9 Cc R2 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , p(x,y),w(z,y), (zy) € 有 
是 9 上 的 连续 函数 , 且 对 于 Y(z,y) s 2°%, 有 p(z,y) < w(z,y), 记 

D= {(z,y,2): (2,Y) € 1, p(y) < z < Yr,Y)} 

( 见 图 15.3.6), 则 容易 推出 D 是 可 求 体积 的 闭 区 域 ( 见 本 章 习题 ). 再 设 
函数 f(z,y,z) 在 DD 上 连续 , 则 


p(TY) 
re 四 = /fewadz 
P(r,y) 
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在 Q 上 可 积 , 且 有 


(zy Oe 
1/ f(x,y,z)dV = 站 T(z,y)dzdy 全 Uh dzdy / f(z,y, 2)dz. 
了 wTy) 


2 


W(z 切 


15.3.6 
若 三 重 积分 / 1/ 人 f(z,y,z)dV 的 积分 区 域 D 具有 如 下 两 种 形式 : 
D= {(7,y,2):(y,2) € Q, p(y,2) < < yly,z)}, 
D= {(72,y,2): (7,2) € 1,p(7,2) <y < yr,2)}, 
类 似 地 , 我 们 也 可 以 将 其 化 为 累 次 积分 . 
现在 设 空间 有 界 闭 区 域 Dc Rs 的 边界 是 由 有 限 块 分 片 光滑 曲面 
所 组 成 , 并 且 当 (z,y,z) e D 时 , 有 a < z < b, 又 设 对 于 vz e [ww 中 ， 
过 点 (0,0,z) 且 与 Ozy 平面 平行 的 平面 截 D 所 得 到 的 截面 是 可 求 面 
积 的 平面 闭 区 域 D,( 见 图 15.3.7), 则 当 函 数 f(z,y,z) 在 D 上 连续 时 ， 


有 
[hse sav = 六 ( 几 joy adady) dz 
a [ a / | fle dandy. 


当 用 平行 于 Ozz 平面 或 Oyz 平面 的 平面 截 D 所 得 的 截面 为 可 求 面 
积 的 平面 闭 区 域 时 , 我 们 也 有 类 似 的 公式 . 
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图 15.3.7 


例 15.3.5 计算 三 重 积分 1= /人 a et 5 其 中 DD 是 


由 平面 z=0,y=0,z=0 及 z+y+z=1 所 围 成 的 闭 区 域 . 
解 ” 记 8 Cc R? 为 由 直线 z=0,y=0 及 z+y=1 所 围 的 闭 
域 , 见 图 15.3.8, 则 D={(z,y,z):0<z<1-z-y,(r,y) € 0} 


Xl 


图 15.3.8 


于 是 有 


ly dz 
I= dzd: 一 
zay | (1 十 zZ 十 8 十 z)3 
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1-z-y 
=/ =f wf Ga 
ef) a 

2(1 二 zZ 十 十 z)21o 

1 未 1 
-1 = [es ED 
_1 -1 ZN | 一 
3/ (Fs- 外 | a 
1 1 = 加 5 
-人 (i 1) jm2- 


例 15.3.6 ”计算 三 重 积分 


r= /Ih T+Y+2)drdydz, 


a a, 一 一 
其 中 D = {(z,y,z) :二 a < ba,be>0}. 


解 ”由 积分 区 域 的 对 称 性 以 及 被 积 函 数 的 对 称 性 容易 看 出 


IA zydrdydz = f/f Zzdzdydz = //, yzdrdydz = 0, 
0 I= I// (z2 十 只 十 z2)dzdydz- 
对 任意 *e [_a 中, 过 点 (2,0,0) 且 平 行 于 Oyz 平面 的 平面 与 D 的 交 
为 
2 2 
(y,2) : 医 | 十 了 Ee 
其 面积 为 xbe ( = 瑟 )， 因此 有 


/ 1/ fs z2dzdydz = ZT2dz 0 dydz 
J bc{[1l—-— |dr= i 3bc. 
RT 15 


dy 


D» = 
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同 理 可 计算 出 


/If ydrdydz = 后 malae 所 2z2dzdydz = rabe’. 
最 后 我 们 有 


了 三 入 rabe(a? + +c). 
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15.4.1 ” 重 积分 的 变量 替换 公式 
在 本 节 中 , 我 们 主要 证 明 二 重 积分 的 变量 替换 公式 . 对 于 n(n > 2) 
重 积分 , 我 们 将 不 加 证 明 地 给 出 其 变量 替换 公式 . 


z= Zz(u,v) 


”一 ”是 可 求 面积 的 有 站 闭 区 域 D 到 可 求 
面积 的 有 界 闭 区 域 9 的 一 个 C! 同 胚 映射, 并 且 假定 对 于 v(uw uv) e D 
有 总 昌 关 0 由 此 假定 与 偏 导数 的 连续 性 知 ， I 多 在 D 上 不 改 
变 符号 . 注意 到 向 量 函数 的 导数 定义 , (u,v) 在 (wv) e D 处 导数 的 
行列 式 即 为 并 5. 

在 一 元 微 积分 中 , 当 f(z) 在 区 间 [a,] 上 连续 且 不 变 号 时 , f(z) 
在 [a,] 上 单调 , 从 而 


/ “raldaz= | / “adz 


b 
这 说 明 人 |P(ajldz 是 函数 y= f(z) 的 值 域 的 “长 度 ”. 因此 , 我 们 有 


设 T(w,v) : 


= |f(6) — f(o)l. 


) auav 应 该 是 2 的 面积 . 


wt 在 点 (uo,vo) es D 处 给 一 增 量 (du du)， 
则 以 (uo,zo)，(uo + du, vo)，(wo + du vo + do)，(wo,vo 十 dv) 为 顶点 的 
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小 矩形 的 面积 为 dudv、 而 这 个 小 矩形 在 变换 TT(w,v) : = z(u,v), 


= yu,v 
下 近似 地 映 成 一 个 平行 四 边 形 , 其 四 个 顶点 分 别 为 Ww 
P = (z(vo, vo), y(uo, vo)), 
PB = (z(uo + du,vo), y(vo + du, v0)), 
= (z(uo + du,vo 十 du),y(uo + du, vo + dv)), 
， Py = (7(uo, vo + dv), y(uo, vo + dv)). 
由 于 T(w,v) 是 C1 映射 , 因此 有 


Oz(vo, vo) ; | Oy(uo, v0) ; a 


[PPl~ Ou Ou 


| 总 这 | wo) Suve, ww) ja, 
该 近似 平行 四 边 形 的 面积 约 为 
IBBxBRI~ | a 
az 


这 也 说 明了 5 区 雪 起 着 一 元 函数 f(z) 的 导数 相似 的 作用 . 


下 面 我 们 将 给 出 上 述 结论 的 严格 证 明 , 并 推出 相应 的 二 重 积分 的 
变量 替换 公式 . 
定理 15.4.1 ” 设 DC R2 是 有 界 闭 区 域 , 9D 由 有 限 条 分 段 光滑 


曲线 所 组 成 , 变换 Tu v) : 上 是 万 到 有 界 闭 区 域 的 C1 
yu. 


同 且 喘 射 ,并 且 在 D 上 处 处 有 所 区 0, 再 设 函数 lz, 切 在 2 上 
可 积 , 则 
9) 


fraray = {ff ve) | 


为 了 证 明定 理 15.4.1, 我 们 先 做 一 些 准备 工作 . 设 Do 为 D 内 的 
一 个 正方 形 , 它 的 四 个 顶点 为 (wo,vo)，(wo 十 6,v0)，(wo 十 6,vo 十 9)， 


dudv. 
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(wo, vo 十 6, 其 中 6 > 0. 同 胚 映射 工 将 Do 映 成 了 区 域 9 内 的 一 个 由 
四 条 光滑 曲线 组 成 的 一 个 曲 边 四 边 形 T(Do). 如 果 我 们 进一步 假定 变 
换 工 的 四 个 偏 导数 z/,,z,y, 多 中 至 少 有 一 个 在 Do 上 恒 大 (小 ) 于 
零 , 取 Do 的 某 一 条 对 角 线 将 Do 分 成 两 个 三 角形 , 则 不 难看 出 变换 工 
将 这 两 个 三 角形 映 成 两 个 X 型 区 域 (或 两 个 Y 型 区 域 ). 下 面 我 们 先 
证 明 一 个 引 理 . 

引 理 15.4.2 ”假设 变换 T(uu) : 8 一 (wo 在 D 内 具有 二 

y= y(u,v) 
阶 连续 偏 导数 , Do 为 D 内 的 一 个 正方 形 并 且 T(Do) 可 以 分 解 成 有 限 
个 由 分 段 光滑 曲线 所 围 成 的 X 型 区 域 (或 Y 型 区 域 ), 则 T(Do) 的 面 
(x,y) 


or(p)= | 网 3 


证 明 ”在 定 积分 的 几何 应 用 中 , 我 们 知道 , 对 于 T(Do) 的 面积 ， 
有 以 下 的 计算 公式 : 


LL 
olT(Do)) = -/ ydz = / vdy = 3/ zdy 一 ydz， 
OT(Do) aT(Do) 2 Jar(po) 


其 中 9T(Do) 的 方向 取 正 向 . 曲线 9T(Do) 的 方程 可 以 由 参数 (ww) 
在 Do 四 条 边 上 的 变化 来 描述 . 先 假设 工 将 3Do 的 正 向 映 成 了 6T(Do) 
的 正 向 , 这 时 我 们 有 


-/ ydz 
aT(Do) 


ot Or(u, vo) 
= -人 Yu vo du 


vot6 
一 / y(uo 十 0) +t 5) SE dv 
6 Ov 


ee Oz(u, vo + 6) es Oz(uo,v) 
一 iuU0 十 9) 一 一 一 一 du 一 y(uo,v dv 
他 下 Ou 5 ) 6 


Uo+6 
= / bw 20 十 6) 2 (au 0) 外 | du 
i Ou Ou 


dudv. 
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vot6 
十 0， 
-et yo) | a 


NarAGA 


=// 3 a (zy) dudyv. 
Do 


O(u,v) 


当 工 将 9Do 的 正 向 映 成 了 97(Do) 的 负 向 时 , 由 上 述 方法 同样 可 以 


证 明 
etreo) = | ean = ff 
证 毕 . 


注 ”在 引 理 15.4.2 中 , 我 们 对 z(u,v),y(w,v) 假定 了 它们 具有 二 
阶 连 续 偏 导数 . 当 z(w,v) 与 y(w,v) 具有 一 阶 连续 偏 导数 时 , 利用 具有 
二 阶 连 续 偏 导数 的 函数 对 它们 进行 逼近 , 则 可 以 证 明 此 时 引 理 的 结论 
仍 成 立 . 由 于 这 种 逼近 过 程 过 于 复杂 , 我 们 在 此 不 作 介绍 , 但 我 们 还 是 
假定 引 理 在 此 稍 弱 的 条 件 下 仍 成 立 . 

定理 15.4.1 的 证 明 ”由 于 函数 f(z,y) 在 2 上 可 积 , 从 而 7 = 


freewarey 存在 由 于 了 是 D 到 8 的 同 胚 映射 ， 因此 
f(z(w0),y(w)) 在 D 上 可 积 ( 见 本 章 习题 ) 再 注意 到 2(z,2) 在 万 


Duv) 
上 连续 , 从 而 
WR 


存在 . 下 面 只 要 证 明 它 等 于 工 即 可 . 
取 6 > 0 充分 小 , 并 在 Ouwv 平面 上 作 平 行 于 两 坐标 轴 的 两 个 直线 
族 , 使 得 它们 的 间距 为 5. 这 两 个 直线 族 对 D 产生 了 一 个 分 割 : 
ADp = {AD:i, AD,,:…… ,ADk}, 


即 每 个 ADk(k = 1,2,… ,KK) 都 是 一 个 小 正方 形 与 D 的 交集 . 利用 变 
换 了 我 们 得 到 9 的 一 个 分 割 


dudv. 


5 


ac, 切 
Ol(u, v) 


dudv 
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Ap = {T(AD), T(AD;),.…: ,T(ADKk))}, 

由 于 了 在 D 上 的 一 致 连续 性 , 当 5 一 0 时 ,有 和 (Ap) 一 0 和 和 (Ap) 
— 0. 

现 将 Ap 中 的 小 闭 集 分 成 两 类 : 记 Ap = {ADi,AD;,:… ,AD’} 
为 A(D) 中 所 有 完全 落 在 D 内 部 的 正方 形 的 全 体 , 而 记 A = {ADY， 
ADY,…. ,ADY} 为 Ap 中 所 有 含有 9D 的 点 的 集合 . 显然 ,A = 
{T(AD'),T(AD;),… ,T(AD')} 中 的 每 个 集合 均 落 在 人 的 内 部 , 而 
A% = {T(ADY),T(AD8),…, T(ADY)} 中 的 每 个 集合 均 与 80 的 交 
非 空 . 

由 假设 D 由 有 限 条 分 段 光滑 曲线 所 围 成 , 从 而 DD 可 求 面积 . 由 此 


我 们 有 
limo (Uam) - 0. 


由 于 变换 卫 是 C1 同 胚 映射 , 92 也 是 由 有 限 条 分 段 光滑 曲线 所 组 成 . 
因此 对 于 ve > 0, 存在 有 限 个 长 方 体 组 成 的 简单 集 4, 使 得 62 Cc 4? 
且 (4) < s. 因为 88 与 94 均 为 紧 集 , 从 而 有 


= min 全 一 0. 
| yl 之 


再 由 了 在 万 的 一 臻 连续 性 , 当 5 < 5 时 , 必 有 T(ADY) c 4°( = 
1,2,… , 工 ). 这 说 明了 


L 
lmo (Ureoo] = 0. 


注意 到 在 D 上 处 处 有 rl 关 0, 对 每 个 APG = 1,2,…,)， 


由 有 限 覆 盖 定 理 不 难看 出 , 若 将 其 等 分 成 已 (k <s N) 个 小 正方 形 ; 则 
当 大 充分 大 时 , 在 每 个 小 正方 形 上 z1,z,y 及 多 中 至 少 有 一 个 不 取 
零 . 因此 ,了 将 该 小 正方 形 映 成 一 个 曲 边 小 四 边 形 , 这 个 小 曲 边 四 边 形 
必 是 两 个 由 分 段 光 滑 曲 线 围 成 的 X 型 或 Y 型 区 域 的 并 . 由 引 理 15.4.2 
有 
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oO(z,) 


o(T(AD’) ,= f/f, de 
由 重 积 分 第 一 中 值 定理 , 在 AD;(j ST 2,… ,J) 上 存在 (ww, 刀 ), 使 得 


Olz, y) 
O(u,v) 


dudv. 


o(T(AD’)) = 


o(AD’). 

(oo 

记 玫 =z(0oo 人 入 = = 二 2 ,J). 在 ADY 内 任 取 (wy,w)， 
在 T(ADY) 内 任 取 (zf,yf)(! = 站 2, 三) 作 和 式 


= f(z’,Y)o(T(AD’)) + f(zl ,yo(T(ADI)), (15.4.1) 


则 当 5 一 0 时 , 上 述 和 式 趋 于 / 人 f(z, drdy. 
另外 , 我 们 作 和 式 


J 


DF), vo) 


jl 


O(z,Y) 
O(u, v) lw 


Olz, 
Ol(u, v) 


人 


二 De Wi, ), yu v1)) 


o(AD!), (15.4.2) 


(uf wt) 


O(z,9) 
By) 


由 于 Jatoaja(w 加 和 | eeajylw 巧 | 中 光 | 在 乙 上 可 


积 , 从 而 存在 M > 0, 使 得 当 (z,y) e 2 时 , 有 |f(z;,g < M, 以 及 
当 (w,v)e D 时 ,有 


则 当 5 一 0, 上 述 和 式 趋 于 内 f (z(u,v), yu,v)) dudu. 


O(z,Yy) 
alu, 


f(z(u, yo)) 


中 < 有 
由 此 我 们 有 


L 
D1) o(T(AD’) + 3 f(t, yo(T(ADY)) 


l=1 
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O(z,Y) 
Ol(u, v) 


O(z,Y) 
O(u, v0) 


- (Br) AD 


(oa 


L 
+ f(z ,ot), yu vf)) 


l=1 


cap 


(ae 人) 


L 
> f(t ,yt) oT(ADY)) 


站 


O(z,y) 
AO(u,v) 


=]1 
L 
— 2 f(z(ut, ot), yu ,v)) 


1=1 
工 
< Me (U ro0)】 +Mo (U < 一 0 (5 一 0). 
1=1 l=1 
因此 有 


/ 人 /vardy = / 人 f(z(w, 0), (uo)) 


对 于 n 重 积分 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 述 定理 . 
定理 15.4.3 ” 设 变换 


o(AD!) 


(uf wt) 


O(z,y) 
Blwo) dudv. 


证 毕 


z(u) = (z1(u), za(w), ,zn(w)) 
是 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 D c Rn 到 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 2 c Rn 
的 同 胚 映射 , 它 的 各 个 偏 导数 在 包含 D 的 区 域 上 连续 , 并 且 在 D 上 
Q(z ,zn) 0 再 设 函数 f(z) 在 2 上 可 积 , 则 有 


Olu1, un) 


ff f tle anaes de 
= /ff pees sd nt) 


.|O(z1,.… ,zn) 


dua dun. 
Bu um) 
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15.4.2 ”利用 变量 替换 计算 重 积分 


在 本 小 节 中 , 我 们 举例 说 明 如 何 用 变量 替换 公式 来 计算 重 积分 . 在 
二 重 积分 变量 替换 中 , 极 坐 标 变换 


ee (0<r<+o00,0<0< 27) 
y=rsin0 
是 非常 重要 的 变换 之 一 . 我 们 前 面 已 经 知道 , 它 的 雅 可 比 行列 式 为 
O(z,y) 于 
an0) (7,0) 
注意 到 极 坐标 变换 在 正 实 轴 与 原点 处 不 是 一 一 映射 的 , 但 它 是 {(r,6) : 
0<r<+eo0<9<2rl 到 R22\{(z,y) :zx 之 0} 的 C1 同 胚 映射 . 
例 15.4.1 “计算 闭 单位 圆 盘 8 = {(z,y) : 7z? 十 v2 < 1} 的 面积 . 


解 i ed 把 D={(n0):0<r<l10<0< 


OzY) _ 
27} 映 成 2, 且 Gr 一 7. 因此 2 的 面积 为 


1 2 
ol) 三 // dzdy = // rdrd9 =/ rar / d0=7. 
2 D 0 0 


细心 的 读者 可 以 发 现 , 尽管 极 坐标 变换 不 是 D 到 2 的 同 胚 . 但 
在 上 例 中 应 用 极 坐标 变换 仍然 能 正确 计算 出 c(2)， 我 们 可 以 用 下 面 
的 方法 来 说 明 上 述 计算 的 合理 性 . 对 于 ve > 0, 记 8 = QM{(z,9) : 
se<z<l-serz<y <sr}, 则 极 坐标 变换 是 De = {tmb) :se 和 rr 和 
1,2r - arctane 和 bg 和 arctans} 到 4 的 C1 变换 . 因此 


= lim fk dzdy = lim, rdrd0 

< 一 0+0 

27— ee 

= lim 了 rdr / 

< 一 0+0 Je arctane 

1 2r 

= 人 rdr / d0=7. 

0 0 
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因此 , 若 今 后 我 们 遇 到 一 个 映射 在 挖 掉 有 限 条 光滑 曲线 后 的 区 域 之 间 
是 C1 同 胚 映射 时 , 我 们 可 以 在 原来 的 闭 区 域 上 直接 应 用 定理 15.4.1. 


例 15.4.2 ”计算 二 重 积分 / 1/ (z? + 2)dzdy, 其 中 D 是 由 曲 
D 


线 (z2-+y2)2 = az(z2 一 %2) 所 围 且 落 在 第 一 、 四 象限 的 部 分 , 这 里 a> 0 
为 常数 . 
解 ” 利 用 极 坐 标 变换 


E 一 rcosb， 
=rsinb 
可 把 曲线 方程 (zz +%2)2 = a?(z? 一 y?) 化 为 
7r4 = a2r2(cos20 — sin? 0) = a2r2 cos 20. 
注意 到 zx > 0 时 ,有 


了 三 QVcos2 


Ee 
| 


再 注意 到 中 二 7, 我 们 有 


入 avVc6835 
// (z2 + 2)dzdy = / aof 72 .rdr 
D -4 ja 


es 让 ja cos2 20d0 = Bo 
下 面 我 们 介绍 利用 一 些 特殊 的 变量 替换 来 计算 重 积分 的 例子 . 
例 15.4.3 ”计算 二 重 积分 / 1/ (z? + 2)dzdy 其 中 DD 是 由 曲 
D 
线 如 一 这 =1,7?2 一 = 二 9, zy =2, zy 二 4 所 围 成 的 闭 区 域 . 
U= 72— 本 
解 | 则 T-! 将 矩形 


v = 27Y, 


={(uv):l1<us9,4<v<8} 
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一 一 地 映 成 D. 由 
ZE 1 加 1 1 
Ow) Du |2z -2 | MT+) AViW+ 
Olz,y) 2y 27 
得 
/ (z2 +¥Y)drdy = 几 Vau2 十 U2 人 
EY i 
z2 + aa 
例 15.4.4 求 权 球 体 坪 + 责 十 五 科 1 (ob%ce> 0) 的 体积 . 
解 取 辣 - Wk < 则 由 二 重 积分 的 几何 意义 
知 , 所 求 体积 为 
v=2 f/f[ ey!- 所 -和 dray. 
作 广 义 极 坐标 变换 
Z 一 arcosb0， 
y = brsinO, 
则 oz, 四 _ br, 且 ={(m,0):0<r<1,0<0<27) 经 变换 一 一 地 


oO(r, 0) 

映 成 D\{(0,0)}, 从 而 

v=2// eViriarar =2 [a0 [ eVI riabrar 
a 0 0 


_ 1 2,, ,23 4 
= 4rabc. 5. 3(1—7) |,= 了 rabc 


、 Et TV 
例 15.4.5 ”计算 二 重 积分 | f 5 dray 其 中 吃 是 由 直线 z= 
0,y = 0, x 十 y = 1 所 围 成 的 闭 区 域 . 
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解 ”首先 我 们 注意 到 


Ne 
D3(z;y)—(0,0) ZT +Y 


因此 该 二 重 积分 存在 . 显然 , 对 于 积分 区 域 D, 该 二 重 积分 易于 化 成 累 
次 积分 . 但 由 于 被 积 函 数 比 较 复杂 , 该 积分 仍 不 易 求 出 . 为 此 我 们 利用 


下 述 变换 
Z 一 7rcos20， 
y ="7sin? 6. 


该 变换 将 2 = {r9:0<r< 1,0<0< 3} 一 一 地 变 到 D 的 内 部 ， 
并 且 


O(z,y) cos20 一 rsin20 


arb) 


一 rsin20. 


sin20 rsin20 


// /aay 二 /Lr sin 20 .rsin 2gdrdg 
fl sz20dg { riar = 到 
2 人 20- 
对 于 三 重 积分 的 计算 , 下 面 的 两 种 变换 是 经 常用 到 的 ， 
柱 坐 标 变换 

Z 一 rcosb0， 

| y ="7sing, 


Z=%, 


因此 有 


其 中 0<r < +eo0 和 gb < 2r,-co < z < +oo, 这 种 变换 本 质 上 是 将 
空间 一 点 投影 到 Ozy 平面 内 , 然后 取 它 投影 点 的 极 坐标 ( 见 图 15.4.1). 
因此 它 将 {(,6,z) :0 和 r< +oo0<0< 2mr,-oo<z<+col 映 成 了 
其 雅 可 比 行列 式 为 

D(z,yz) 加 

Om0,z2) 
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球 坐 标 变换 
z=rsinypcosb, 
y=7sinysing, 
z=rCcosy, 
其 中 0<r<+o00 < yp <7,0 < 9 < 2r( 见 图 15.4.2)， 它 的 雅 可 
比 行列 式 如 二 ?sinp， 显 然 , 在 球 坐 标 下 , > 二 a 对 应 于 球 
面 zz 十 内 + z2 = a?, p =b 对 应 于 锥 面 z = cotbV22 十 好 ,9 = c 为 
以 z 轴 为 边 的 半 平 面 . 
例 15.4.6 ” 设 空间 立体 D 由 曲面 > = 25 一 zx? 一 y 与 平面 z=0 
所 围 成 , 试 求 它 的 体积 V. 
解 ”由 三 重 积分 的 几何 意义 得 


v= [/f arava 


Z 一 rcosb， 


取 柱 坐标 变换 


y=7sinO, 


z=2, 


则 它 将 Q = {(7,90,z):0<r<5,0<09<27,0<z<25 一 "2} 映 成 DD. 
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因此 


关 O(z,y, z) 2r 5 25 一 r2 
v=/// Gearaoaz = 人 ao 人 rar 人 dz 
5 
= =/ 7(25 — 7?)dr = 了 
注 “上 例 中 的 柱 坐 标 变换 在 Q 和 D 内 分 别 挖 掉 一 个 光滑 曲面 后 
是 C1 同 胚 , 利用 处 理 极 坐标 变换 相似 的 方法 , 容易 验证 上 述 的 重 积分 
的 变量 替换 公式 仍然 成 立 . 
例 15.4.7 设 R3 中 均匀 物体 D 由 球面 zz 十 刀 十 22 = 1 和 锥 
面 z= Vz? 十 如 所 围 成 , 求 它 的 质心 坐标 . 
解 ”由 对 称 性 , 可 设 其 质心 坐标 为 (0, 0, zo). 锥 面 方程 z>= Vz2 十 2 
在 球 坐 标 系 下 为 p = 了 . 因此 D 的 体积 


v=/// av= {a0 fav f ringar 
D 0 0 0 

= sng ae 于 (1 一 2) 
下 面 还 要 计算 物体 到 Ozy 平面 的 力矩 Mzy. 利用 微 元 法 , 我 们 有 


2r 到 1 
mm= /// zav=/ ao favo/ rcosp 7? sin ypdr 
也 0 0 0 


和 1 A 
=2" Sin cos va [ 73dr = 二. 
0 0 8 


因此 有 
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类 似 于 一 元 函数 的 无 穷 积 分 与 瑕 积分 , 对 于 多 元 函数 的 重 积分 我 
们 也 有 相应 的 问题 : 无 界 区 域 上 函数 的 重 积分 与 有 界 区 域 上 无 界 函 数 
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的 重 积分 . 前 者 称 为 无 穷 重 积分 , 而 后 者 称 为 瑕 重 积分 , 二 者 统称 为 广 
义 重 积分 . 与 一 元 函数 的 广义 积分 相 比 , 多 元 函数 的 广义 重 积分 最 大 
的 困难 是 区 域 的 复杂 性 ， 因 此 , 对 它 有 可 能 得 到 与 一 元 函数 情形 具有 
本 质 差别 的 结果 . 


15.5.1 ”无穷 重 积分 的 基本 概念 


我 们 下 面 来 讨论 无 界 区 域 上 函数 的 重 积 分 . 我 们 只 给 出 二 元 函数 
情形 的 详细 讨论 , 对 于 n(n > 2) 元 函数 的 情形 , 相应 理论 可 平行 推出 ， 
在 此 不 再 著述 . 

广义 重 积 分 理论 可 以 讨论 非常 广泛 的 无 界 区 域 , 但 在 这 里 我 们 只 
对 一 些 较 为 简单 的 区 域 进行 讨论 . 设 D c R? 是 无 界 闭 区 域 , 在 本 节 中 ， 
我 们 总 是 假定 当 RR 充分 大 时 , Dr nD 是 可 求 面积 闭 区 域 , 其 中 DR = 
{(z,9) :如 十 她 < R}; 并 且 当 Ri < Rz, 且 Ri 充分 大 时 , D(Ri, Ra) 
D 是 有 限 个 内 部 不 相交 的 可 求 面积 的 闭 区 域 的 并 , 其 中 D(Ri, Ra) = 
{(z,9) :RIS T+Y < BR}. 

例 15.5.1 设 D= {(z,y) :0<z<1,yeRR}, 则 容易 看 出 ,对 
于 YR>0 及 VR2 > Ri > 1,DN Dea 是 一 个 闭 区 域 ,而 DND(Ri,R) 
是 两 个 闭 区 域 . 

定义 15.5.1 设 Dc R? 是 无 界 闭 区 域 , 函数 f(z,y) 在 D 上 
有 定义 , 并 且 在 D 的 任何 可 求 面积 的 有 界 闭 子 区 域 上 可 积 . 若 存在 常 
数 也 使 得 对 于 ve > 0, 3R > 0, 对 任何 D 的 可 求 面积 的 有 界 闭 子 区 
域 万 , 只 要 万 2 DRnD, 就 有 


| 内 jf(z,y)dzdy — | < 6 (15.5.1) 


则 称 f(z,y) 在 D 上 的 无 穷 重 积分 收敛 , 并 称 了 为 f(z,y) 在 D 上 
的 无 穷 重 积分 , 记 为 了 = / / f(z,y)dzdy， 如 果 不 存 在 T e RR, 使 得 
D 
式 (15.5.1) 成 立 , 则 称 无 穷 重 积分 / 1/ Te,g)dzdy 发 散 . 
D 
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初学 者 应 特别 注意 , 上 述 定义 中 要 求 对 任何 包含 DRm 的 闭 区 
域 万 成 立 式 (15.5.1). be Ee de WE 


例 15.5.2 ” 设 函 数 f(z,y) = 试 讨论 无 穷 重 积分 
/ 床 f(z,y)dzdy 的 敛 散 性 . 


解 对 于 YR>0 取 >> 忌 考虑 0 ={(z 人 :zl 和 rm 人 和 
与 Q- = {(z,9) :7 < z<27,|y| < 7}. 容易 看 出 Q 2 Da = {(2,9) : 
VR2+ 妨 < R}, 且 02.UQ. 是 一 个 可 求 面积 的 闭 区 域 , 显然 它 也 包含 
了 DR. 

下 面 我 们 来 估计 


Z 2 
,ydrdy = 一 一 一 dzd: 一 一 一 
人 Tc)drdy /a vf rd 


由 9 的 对 称 性 知 
了 
几 i 
而 


rT r i 
/ iy > 几 (27)2 十 72 十 Tdzdy Tr i 
因此 当 7 一 +oo 时 , 我 们 有 


人 jf(z,y)dzdy 一 +oo. 


这 说 明 / 人 _f(e,y)dray 发 散 


寺 启 2 十 工 


注 “从 上 述 例子 可 以 看 出 , 尽管 无 穷 重 积分 / 1/ Ja,g)dazdy 是 发 
从 
散 的 , 但 对 于 YR > 0, 当 +>RR 时 ,有 D2Dr 且 


让 jf(z,y)dzdy = 0. 
Dr 
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15.5.2 ”无穷 重 积分 剑 散 性 的 判定 


受 函数 极限 与 序列 极限 之 间 关系 的 启发 , 我 们 对 无 界 闭 区 域 引进 
穷尽 闭 区 域 列 的 概念 , 借助 它 来 讨论 无 穷 重 积 分 的 敛 散 性 . 

定义 15.5.2 设 Dc R? 是 无 界 闭 区 域 , 若 可 求 面 积 的 有 界 闭 区 
域 序列 {Dk} 满足 : 

(1) DicDzc: CDPDC:…CDi 

(2) 对 于 YR>0,3K€eN, 当 k>K 时 , Di D DN Da, 
则 称 {Dk} 是 D 的 一 个 穷尽 闭 区 域 列 ( 简 称 穷尽 列 ). 

定理 15.5.1 设 函 数 f(z,y) 在 无 界 闭 区 域 D C R? 上 有 定义 ， 
在 D 的 任何 可 求 面积 的 有 界 闭 子 区 域 上 可 积 , 则 无 穷 重 积分 / 1/ FD 

D 

dzdy 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 DD 的 任何 一 个 穷尽 列 {Dk}, 序列 极 
限 lm |/ /1(e,waray 存在 

作为 练习 , 请 读者 自己 给 出 上 述 定理 的 证 明 . 

定理 15.5.2 ” 设 D c R2 是 无 界 闭 区 域 , 函数 f(z,y) 在 D 上 有 
定义 , 在 DD 的 任何 可 求 面积 的 有 界 闭 子 区 域 上 可 积 , 并 且 对 于 V(z,y) 
< D, 有 Hz, > 0, 则 无 穷 重 积分 / / f(z,y)dzdy 收敛 的 充分 必要 

D 

条 件 是 : 存在 DD 的 一 个 穷尽 列 {Dk} 及 常数 了 > 0, 使 得 对 于 Vk E N， 


/ 人 Sadrdy < 


证 明 必要 性 设 / / Fa,g)dzdy 收 敛 , 令 T = / 从 f(r,Y)dzdy, 
D 
则 任 取 思 的 一 个 穷尽 列 {Dk}, 对 于 Vk e N, 都 有 


/ Fk f(a Waray < 


充分 性 ” 设 存在 D 的 一 个 穷尽 列 {Dk} 及 常数 了 > 0 满足 : 对 
于 vkeN, 有 
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n= /| fwarady < 

显然 {7x} 是 一 个 单调 上 升序 列 且 有 上 界 六 因此 它 收 伊 . 下 面 设 {D/} 
是 D 的 任何 一 个 穷尽 列 , 并 对 j = 1,2,……, 记 

了 = Ws f(z,y)dzrdy. 
由 穷尽 列 的 定义 , 对 于 Vj € N, 必 存 在 kj & N, 使 得 有 局 > 了 和 DC 
Du 成立 . 因此 有 了 < I < I. 这 说 明 { 卫 } 是 单调 上 升 有 上 界 的 序列 ， 
从 而 jp /1aeay 政策 再 由 定理 1551 知 /| fo,waray 
收敛 . 证 毕 . 


注 “显然 , 当 f(z,y) 在 D 上 不 变 号 时 , 对 D 的 任何 一 个 穷尽 
列 {Dx}, 都 有 


sm // fodrdy = |/ feweray. 


上 述 等 式 可 以 理解 为 ， 当 / 人 f(z,y)dzdy 收 敏 时 总 成 立 等 式 ,而 当 


1/ 大 f(z,y)dzdy 发 散 时 , 等 号 两 边 都 等 于 +oc. 


无 穷 重 积分 中 与 一 元 函数 的 无 穷 积 分 具有 本 质 区 别 的 是 以 下 的 结 
果 . 
定理 15.5.3 ” 设 DcR? 是 无 界 闭 区 域 , 函数 f(z,y) 在 D 上 有 


定义 , 且 在 DD 的 任何 可 求 面积 的 有 界 闭 子 区 域 上 可 积 , 则 无 穷 重 积分 
/ 人 Je dzdy 收 伍 的 充分 必要 条 件 是 无 穷 重 积分 / /i realdzdy 
收敛 . 

证 明 记分 性 设 / 大 lc, ldzdy 收 敛 ,并 记 / 由 |f(z, Wldzady 
= 了 工 对 于 Y(z,y) € 也, 定义 


f+(z,y) = max{f(z,y),0} 和 广 (zy) = max{-f(z,y),0}, 
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则 所 (zs) >0,f/-(z,y) >0, 且 对 于 Vz,y)e D, 有 
f(z,9) = f+(z,y) — f(z,y). 
设 {Dh} 为 D 的 任意 一 个 穷尽 列 , 则 对 于 vk e N, 有 
几 yazdys 由 | (eardy < 1, 


/ 人 f(a drdy < / /Nealazays 工 


这 说 明 伏 及 (cg)dzdy 与 ) 人 广 (za)dzdy 均 收 敛 , 从 而 
/ 人 slewardy = | | rearey- [ / 广 (cg)dzdy 
收 伍 


必要 性 设 / ja f(z,y)dzdy 收敛 , 倘若 / 人 1F(z, ldzdy 发 散 ， 
我 们 将 推出 矛盾 . 

由 于 / 人 f(z,y)dzdy 收 绿 ,车 记 / 人 ledzdty = 则 3R1 > 0， 
当 已 > Ri 时 ， 


r-1<// f(z,y)drdy <I+1. 
DNDR 


由 上 人 |f(z,z)ldzdy 发 散 有 


lim a If(z,y)|dzrdy = +o0. 


及 一 十 oo 


由 于 jc,g) = 佛 (3,9) 一 一 (ZY), 因此 i(z,y) 与 广 (zy) 中 必 有 一 
个 函数 , 不 妨 设 f(z,y), 满足 


lim // Z,y)dzdy = 十 oo， 
R 一 +co J Jpnpa f+( 
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因此 可 选取 一 列 Ri 一 +oo, 车 记 Di = DN DR, Dh = Dk \ Dr-1, 则 
当 大 充分 大 时 , 有 


0 f+(z,y)drdy > I|+4. 


注意 到 由 我 们 的 假设 , Di 是 有 限 个 可 求 面积 的 且 内 部 互 不 相交 的 闭 
区 域 的 并 . 由 重 积分 的 可 积 性 理论 可 知 (参考 定理 15.2.3 的 推论 ), 存 
在 DD 的 一 个 分 割 A = {AD AD …… ,ADJ}, 满足 如 下 性 质 : 
(1) 设 A 中 与 8D4 交 非 空 的 小 闭 区 域 为 AD … ,ADi(l < 小， 
则 有 i 
> MiAo; <1, 
了 
其 中 Mi 为 (zx,y) 在 AD; 的 上 确 界 , Aoi 为 ADi( = 1,2,… ,1) 的 
面积 . 
(2) 记 A 中 全 部 落 在 D4 内 部 的 小 闭 区 域 为 ADr ,AD 则 
每 个 ADi (ij = 1+ 1,… ,J) 均 为 一 个 矩形 , 且 满足 


J 
> miAo; > I+3, 
j=l+1 
其 中 mj 是 f(z,y) 在 AD; 的 下 确 界 , Ai 为 ADj(j =1+1,… 
的 面积 . 不 妨 设 mj > 0 (j =1+1… ,了 ),mj =0 (j= +1,… ,J)， 
则 
2 miAo; > +3. 


j=l+1 


记 Dk = U AD;, 则 当 充分 大 时 , 有 


j=l+1 


A svaray= {{ seeswarav+ ff /learay 
= 1 f(z,y)drdy 十 / a f+(z,y)drdy 
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3 
>I-1+ >》 mAo;>1-1+|l1|+3>1+2. 
j=l+1 


如 果 Dh_1U DY 是 闭 区 域 , 则 上 式 与 / / Flea)dzdy = 了 矛盾 车 
D 


Dk-1U DY 不 连通 , 注意 到 DY 是 由 区 域 D8 内 有 限 个 小 矩形 组 成 , 因 
此 可 在 D% 中 取 有 限 个 面积 很 小 的 狭窄 带 状 闭 区 域 组 成 集合 DW, 使 
得 Dk-1U DY U Dw 为 有 界 闭 区 域 , 且 


// f(z,y)drdy > | 二 十 1 
Dk-1U DUDY 
这 样 我 们 仍然 得 到 矛盾 . 证 毕 . 
对 于 无 穷 重 积分 , 当 区 域 及 被 积 函 数 满足 一 定 条 件 , 我 们 仍然 可 以 
将 其 化 为 累 次 积分 或 利用 变量 替换 来 计算 它 . 我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 
面 的 定理 . 
定理 15.5.4 “” 设 函数 f(z,y) 在 D = [a,+co) x [6,+00) 上 有 定 
义 , 且 在 D 的 任何 可 求 面 积 的 有 界 闭 子 区 域 上 可 积 . 若 累 次 积分 


+o0 +o0 
f ef Vey<+o 
a b 


(w/ i / alar< +o] 
则 / 人 f(z,y)dzdy 收敛 , 且 


/ f(z,y)dzrdy = 三 flz,y)dy 
(或 几 f(z,y)drdy = 人 wf/ fa wae) 


车 其 中 的 两 个 累 次 积分 有 一 个 为 oo, 则 | / jc ydzdy 发 散 . 
定理 15.5.5 ” 设 Dc R2 是 无 界 闭 区 域 , 变换 


. Jz = z(u,v), 
T(u,v): { yt) (u,v)ED 
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是 万 到 了 T(D) 的 C1 同 胚 映射 , 函数 f(z,y) 在 T(D) 的 任何 可 求 面积 
的 有 界 闭 子 区 域 上 可 积 , 则 
O(z,Yy) 


当 人 yaazay = 几 falw oy BEY 
注 “等 式 (15.5.2) 应 理解 为 : 若 等 号 两 端 有 一 个 积分 收敛 , 则 另 
一 个 积分 也 收敛 , 并 且 积分 值 相等 
例 15.5.3 设 函 数 jz, 臣 = [到 十 语 于 = 交 , 其 中 =V 本 于 于 


a 为 常数 ， 分 别 就 下 列 积分 区 域 讨论 无 穷 重 积分 | 大 Je dzdy 的 
敛 散 性 : 
(1) D={(r,0):1<r<+o0,0< 0 <0< 0 < 27); 
D={(z,y) :1 < rT<+%,0<y<1}. 


解 ” (1) 由 极 坐标 变换 得 


dzdy | 
/| es 本 + AH “of 3 二 
1 


由 一 元 函数 无 穷 积 分 的 收敛 性 知 , 当 w -1 > 1 即 a > 2 时 ， 
// 收敛 ; 而 当 a < 2 时 , 该 无 穷 重 积分 发 散 
D (z2 十 22) 
(2) 在 对 于 v(z,y) E 中 有 
1 入 
本 + < (7 +) 


1 x dz 
一 一 一 一 一 一 下 di 一 一 一 -一 一 
| ri 本 "人 (z2 + 1)3 


en a 
= x ho 1 (z2++1)3 


X dz 
及 /fz Fadedy = x lm, A 


dudv. (15.5.2) 


1 
入 
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由 一 元 非 负 函数 无 穷 积分 仇 散 性 的 判别 法 知 , 当 a > 1 时 ， / fs Lavdy 
dzdy dzdy 
wm 收敛 ; 当 a < < 时 全 发 散 ， 


(z2 + 2)3 2 +1)3 


人 而 ff dzdy _ 
(z2 + 7) 
注 a 
散 ,而 在 (2) 中 D 上 的 无 穷 重 积分 收敛 . 这 说 明 相同 的 函数 在 不 同 区 域 
上 的 积分 可 能 具有 不 同 的 化 散 性 . 读者 不 难 证 明 ， 对 任何 一 个 R? 内 的 


连续 函数 f(z,y), 总 可 找到 一 个 无 界 闭 区 域 D, 使 得 / f f(z,y)drdy 
D 
收 敏 , 反 过 来 , 对 于 任何 一 个 无 界 闭 区 域 D c R?, 总 可 以 找到 一 个 DD 
上 的 正 的 连续 函数 g(z,y), 使 得 / f g(z, 奶 dzdy 发 散 . 
D 
证 兴 于 2 zy 

例 15.5.4 ， 讨 论 无 入 重 积分 太太 二 区 zdzdy 的 化 性 , 其 

中 D={(z,y):1<7x<+%,1l <Yy<+o0}. 


解 ” 取 定 0< 9 < 6 < r/8, 利用 极 坐标 变换 , 则 存在 Ro > 0， 
使 得 


Q={(r,0): Ro gr<+o0,0 < 0 < 02} 


在 变换 be "030, 下 的 像 Di 沙 在 D 内 . 由 


=rsing 


一 好 | lz2 一 22| 72 cos20 
/二 ta Ty) adrdy > / (2 村 (到 sdrdy = 几 ra rdrdb 


d 
= jim 9 /oc0020 A 
R—+o0 01 本 a 


知 原 无 穷 重 积分 发 散 . 
例 15.5.5 通过 计算 // e-(z*+y)qzdy 求 ye er "dz 的 值 . 
R2 0 


178 


因此 


所 以 
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解 ” 取 Da={(z,9) :2 十 她 < R2), 则 由 极 坐 标 变 换 得 


: 27 a 
lim // e+y )dzdy = lim / ao/ eT rdr = 
R=to0 J Jpar R=+o% Jo 0 


无 穷 重 积分 / 1/ e-G2+y)dzdy 收敛 , 并 且 它 的 值 为 元 
必 


现 取 Nr={(z,y):-R<z<R,-R<y<R), 则 


=/[ e-(® + ) qrdy = lim 从 e+y)dzdy 
R2 Ro+o0 Jva 


R R +o0 . 2 
te 

/ ee dz 三 = 人: 

15.5.3 ” 瑕 重 积 分 

设 D c R? 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , zo = (zo0,yo) e D. 在 本 节 


中 , 我 们 对 D 作 如 下 假定 : 对 每 个 充分 小 的 5 > 0, D\U(zo,6) 是 一 个 


闭 区 
小 时 


域 ; 车 记 A(z0,61,62) = {Zz :0<5H < |z 一 zol < 62}, 则 当 6o 充分 
,DN A(zo,01,62) 是 有 限 个 两 两 内 部 不 交 的 可 求 面积 的 闭 区 域 之 


并 . 我 们 引入 如 下 瑕 重 积 分 敛 散 性 的 定义 : 


定义 15.5.3” 设 DC R2 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , zo e D, 函 


数 f(z,y) 在 D\{zo} 上 有 定义 且 无 界 , 在 D\{zo} 的 任何 可 求 面积 的 


闭 子 


区 域 上 可 积 . 若 存在 常数 1, 使 得 对 于 Ye > 0, 35 > 0, 对 D\{zo} 


的 任何 可 求 面积 的 闭 子 区 域 D', 只 要 D' 2 DNU(zo,5), 就 有 


|/ jf(z,y)dzdy 一 | < 5) (15.5.3) 
Dr 


则 称 瑕 重 积分 / 人 yeaandy 收 全 同时 称 7 为 ftz, 在 D 上 的 刺 


重 积 


分 , 并 记 为 


/Fk f(z,y)drdy = I. 
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车 不 存在 常数 7, 使 得 式 (15.5.3) 成 立 , 则 称 瑕 重 积分 / f f(z, Wavdy 
发 散 . 

注 ”我 们 把 定义 15.5.3 中 的 zo = (zo,wo) 称 为 ftz,y) 的 瑕 点 . 

如 同 讨论 无 穷 重 积分 伊 散 性 时 引入 的 穷尽 列 , 称 {Dh} 为 可 求 体 
积 的 有 界 闭 区 域 D 的 一 个 益 尽 列 , 若 Di c Ds cc Dk cc D， 
且 对 于 V5 > 0, 3K < N, 当 > K 时 , 有 Di 2 D\U(zo,6). 我 们 也 有 
以 下 类 似 于 判定 无 穷 重 积分 你 散人 性 的 定理 . 

定理 15.5.6” 设 D c R2 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , zo = (zo,yo) 
E DD, 函数 f(z,y) 在 D\{zo} 上 有 定义 且 无 界 , 在 D\{zo} 的 任何 可 
求 面积 的 闭 子 区 域 上 可 积 , 则 瑕 重 积 分 / f f(z,y)dzady 收敛 的 充分 必 
要 条 件 是 : 对 D 的 任何 穷尽 列 {Ds}, 序列 极限 uim /f(z,w)dzay 
存在 . 

定理 15.5.7 设 DcR? 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , ro= (zo,yo)e 
DD, 函数 f(z,y) 在 D\{zo} 上 有 定义 、 非 负 且 无 界 , 在 D\{zo} 的 任何 
可 求 面积 的 闭 子 区 域 上 可 积 , 则 瑕 重 积分 / F f(z,y)dzdy 收敛 的 充分 
必要 条 件 是 ， 存 在 常数 了 > 0 和 万 的 穷尽 列 {Dh}, 使 得 对 于 Vk E RN， 
有 


1 f(z, dvdy < 工 
定理 15.5.8 设 Dc R? 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , ro = (zo, yo) 
< 了, 函数 f(z,y) 在 D\{zo} 上 有 定义 且 无 界 , 在 D\{zo} 的 任何 可 求 
面积 的 闭 子 区 域 上 可 积 , 则 瑕 重 积分 / ja f(z,y)dzdy 收敛 的 充分 必要 


条 件 是 瑕 重 积分 / 人 lf(e,aldzdy 收敛 


上 述 这 些 定理 的 证 明 与 无 穷 重 积分 相应 定理 的 证 明 相似 ,请 读者 
自 证 . 另外 , f(z,y) 在 D 内 一 点 的 邻 域内 无 界 的 瑕 重 积分 , 可 以 推广 
到 多 个 点 , 甚至 在 一 些 曲 线 上 无 界 的 情形 , 请 读者 给 出 它们 相应 的 定义 
与 性 质 , 在 此 我 们 就 不 再 歼 述 了 . 
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例 15.5.6 。 试 讨论 瑕 重 积分 有 可 Bs 


{(z,9) :£2 + < 1). 
Bg 1 显然 , 当 a > 0 时, 原点 是 被 积 函数 的 瑕 点 . 由 极 坐 标 变 


2 1 1 
办 ye 浊 , 人 sf dr = lim 2 / rl-adr, 
(z2 十 2) 号 = fe 5 一 0+0 Js 


因此 , 当 a < 2 时 , 原 瑕 重 积分 收敛 ; 当 a > 2 时 , 原 瑕 重 积分 发 散 . 
解法 2 记 D* = {(s,t):s? 十 娘 之 1}. 作 变 换 


S 
| We 
| TH (sd)eD”’, 
Y= 兄 十 友 ， 
则 变换 将 D* 映 成 D\{(0,0)}, 且 
oz,y) _ 1 
O(s,t) (s2 十 纪 )2 


dzdy (s2 + t2)3 dsdt 
(z2 + y2)3 儿 (TB dt 六 (s2 +t2)2—3 
由 例 15.5.3 知 ， 当 2-3 >1 即 a < 2 时, 原 瑕 重 积分 收敛 ; 当 2-2 < 


Pa 
即 w>2 原 瑕 重 积分 发 散 . 
注 1 合 例 15.5.3 和 例 15.5.6, 我 们 推 知 , 对 任意 的 a € R, 广 


义 重 积分 pe 一 qzdy 都 发 散 . 


(z2 + 2)3 
注 2 ”由 解法 2, 我 们 容易 将 有 界 闭 区 域 上 具有 一 个 瑕 点 的 无 界 
函数 的 重 积分 与 无 界 区 域 上 的 重 积分 进行 转化 . 例如 , 从 例 15.5.3 我 
们 可 以 容易 地 构造 以 原点 为 心 的 单位 圆 盘 D 内 的 一 个 闭 区 域 Q, 使 


得 0 90 且 当 2< a < 3 时 , 无穷 重 积分 /| 753 仍然 收敛 . 


事实 上 , 取 (s,t) 平面 上 的 闭 区 域 G = {(s,t):1<s<+%,0<t<1), 
然后 利用 变换 


的 敛 散 性 , 其 中 D = 
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S 
| =r 
一 
y= 十 妇 
将 它 变 到 单位 圆 盘 内 ,容易 看 出 其 像 集合 并 上 (0,0) 为 一 个 可 求 面积 


的 有 界 闭 区 域 2. 利用 例 15.5.3, 可 知 /7 必 收 全 


最 后 , 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 如 何 判别 具有 多 个 瑕 点 的 多 元 函数 
瑕 积分 的 敛 散 性 . 

例 15.5.7 设 函 数 f(z) 在 区 间 [0,1] 上 连续 , 且 对 于 vz € [0, 1]， 
有 f(z) > 0, 又 设 闭 区 域 D = {(z,y) :0 < z<1,0<y< f(z)}. 试 讨 


dzdy 
论 现 重 积分 / 人 二 的 分 性 ,其 中 < 1 


解 ” 设 f(z) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 为 M. 取 7r>0, 令 


Dr-={zy):0<z 和 l0<y< f(r) -7)}, 


则 


/| ly Te 一 -38 有 , 
f(T)—r 
= ,| = ly =— f(z)le 


f(z)— 
将 z 看 成 常数 , 对 定 积分 人 pe 3 作 变换 y= f(z) -如 则 
有 
Jo)-r f(z) a 
,| ) by- 太后 FF- 名 大 
at: fa 
< lim 区 一 < 十 oo. 
7 一 0+0 Jo 癌 to 0 如 


因此 原 瑕 重 积 分 收敛 . 
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习题 十 五 


1. 设 8 c R? 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , 函数 z = h(z,y) 在 人 
上 连续 , 且 h(z,y) > 0. 证 明 D = {zx,y,2): (zy)eEn,0<z< 
h(z,y)} C R3 可 求 体积 . 

2. 设 马 = {(z,y) : z,y 均 为 有 理 数 }, D = [0,1] x [0,1], 证 明 DNE 
不 可 求 面积 . 

3. 设 Dc R? 是 可 求 面积 的 有 界 区 域 , 函数 f(z,y) 在 万 上 有 界 
并 且 在 D 内 连续 . 证 明 f(z,y) 在 万 上 可 积 . 
4. 设 函 数 f(z) 在 可 求 体 积 的 有 界 闭 区 域 9 Cc R" 上 可 积 , 向 量 
函数 z = z(w) 是 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 D Cc R" 到 可 求 体 积 的 有 界 
闭 区 域 z(D) c 2 的 同 胚 映射 . 证 明 f(z(w)) 在 D 上 可 积 . 

5. 设 函 数 f(z,y),g(z,y) 在 可 求 面 积 的 有 界 闭 区 域 D Cc R? 上 连 
续 , 且 对 于 v(z,y) e D, 有 g(z,y) > 0. 证 明 存 在 无 穷 多 个 (&,n) e D? 
使 得 等 式 


// f(z,y)g(z,y)drdy = FE 人 内 g(z,y)drdy 


成 立 . 
6. 设 f(z) 在 U(zo,60) C R" (5o > 0) 内 连续 , 并 记 Vs 为 U(zo,0) 
的 体积 . 证 明 : 


s/h f(z)dV = f(z20). 

7， 设 函数 f(z,y) 在 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 D C R2? 可 积 , 证 
明 w= F(z,y,z) = f(z,y) 在 闭 区 域 2 = {(z,y,z):(z,y) ED,1< 
z < 2} C R3 上 的 三 重 积 分 存在 . 反之 , 设 g(z,y, >) 在 可 求 体积 的 有 界 
闭 区 域 9 Cc R3 上 可 积 , 并 设 D = {(z,y,z): (z,y,2)€ 0, z=0} CR? 
是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , 试问 : g(z,y,0) 在 D 上 的 二 重 积分 是 否 一 
定 存 在 ? 

8. 设 函 数 f(z) 在 R* 上 有 定义 , 且 在 任意 可 求 体 积 的 有 界 闭 区 
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域 上 可 积 . 证 明 F(y) = / |[ yi a f(z)aV 在 Rn 上 连续 . 


9. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,9] 上 连续 , 且 对 于 Vz e [a,4], 有 f(z) > 


Qa>0 记 D=[egx lo 中 证 明 [| fdrdy > 他 一 oj 
D 
10. 计算 下 列 重 积分 或 累 次 积分 : 


(1) fh zsdzdy, 其 中 万 为 区 域 -2,3] x [1,1]; 


of” = 人 Cr 


(3) / 1/ 1/ ertytzdzdydz, 其 中 万 为 区 域 [0 nax[oln3lxlo,ln4. 
D 
11. 对 下 列 累 次 积分 改变 积分 顺序 : 


© fer {teva ® fw/ YY jls 
of sf sons of sf te 

5 / of Ty pa f (29,2)dz; 
Ce 
7) ff re dr 

RA a [ a 


12. 计算 下 列 重 积分 : 


(1) // (z? 十 2y)dzdy, 其 中 DD 是 由 yy = z? 与 y= Vz 所 围 的 有 
D 
界 闭 区 域 ; 
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(2) // siny3dzdy, 其 中 D 是 由 y = Vzy = 2 与 zx= 0 所 围 的 
D 
有 界 闭 区 域 ; 
(3) // (z2 十 zy)dzdy, 其 中 DD 为 闭 区 域 1 < z? + < 4 
D 


(4) // z2y3dzdy, 其 中 D 是 由 y? = 2z, z = 3 所 围 的 有 界 闭 区 
D 
域 ; 


(5) fh e+ waray, 其 中 D 是 由 y=ery = bz=0,z=1 所 围 
的 有 界 闭 区 域 ; 

(6) Ih zyzdzdydz, 其 中 D 是 由 z=0,z = 1y=0y= 1z= 
2,z = V7? 十 2 所 围 的 有 界 闭 区 域 ; 

(7) Wi z2y4 sin zdzdydz, 其 中 DD 为 单位 球体 z22 十 J 二 22 < 1 


® /f/f 1 ydz, 其 刀 为 闭 区 域 lz| 加 十 | 对 和 
D 
1; 


(9) /If (z2 十 如 )dzdydz, 其 中 D 是 由 z = 16(z? + 12)，z = 
万 
4(z2 +42),z = 64 所 围 的 有 界 闭 区 域 ; 


ao f/f- (Fe) a, 其 中 
i=1l 


D= [0,1] x [0,1 x.…x [0,1]. 


13. 求 由 曲线 放 = 4az 与 z2 = 3y (a > 0) 所 转 有 界 闭 区 域 的 面 
积 
求 由 曲面 ( -3. + 各】 + 本 - 1 与 三 个 坐标 平面 所 围 立体 在 
本 (和 旋 = 
第 一 封 限 部 分 的 体积 
15. 设 函 数 f(z,y) 在 区 域 D 内 具有 二 阶 连 续 偏 导数 . 对 于 Vao = 
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(zo, yo) E D, 证 明 : 
(1) 当 N(z0,6) c D(6 > 0) 时 , 成 立 


[fwaray= {ffl aray 
N(To0,6) N(To0,6) 


(2) 在 D 内 处 处 成 立 f4,(z,9) = f0(z,9)- 
16. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,8] 上 可 积 , 利用 F(z,y) = [f(z) 一 f(y)]? 
在 [a,4] x [a, 外 上 的 重 积分 , 证 明 


b 2 b 
( / ya】 < b-o | far. 


17. 利用 适当 的 变量 替换 计算 下 列 二 重 积分 : 
(1) fh vray, 其 中 D 是 由 心脏 线 r = 2(1 + cos9) 所 围 且 落 
在 = 2 外 部 的 有 界 闭 区 域 : 
2) /fe 一 辽 一 2)-idzdy 其 中 D 为 闭 单位 圆 竹 z2 +y2 < 1 
落 在 第 一 象限 的 部 分 : 
@ f/f/ zydzdy, 其 中 万 是 闭 区 域 屯 ”+ 四 < 1 落 在 第 一 象限 的 


多 < 


部 分 ; 

人 Jeepydzay 其 中 是 由 台 - 态 =152- 态 ==9, zy 二 
zy = 4 所 围 的 有 界 闭 区 域 ; 

(5) Jean 其 中 也 是 由 z= 0y=0 及 >+y= 1 所 围 的 
有 界 闭 区 域 ; 


of 


m/f (2+ 给 ) azdy 其 中 吃 是 由 zy = Dy =2y = hy = 
8z 所 围 的 有 界 闭 区 域 . 
18. 求 由 曲线 (z2 + 好)2 = a2(z2 一 妇 ) 所 围 有 界 闭 区 域 的 面积 . 


尹 ) dzdy, 其 中 D 与 (5) 中 的 DD 相同 ; 
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19. 求 在 极 坐 标 下 表示 的 圆 环 1 < > < 2 被 极 轴 9 = 0 与 螺旋 
线 rb = 1 所 分 成 的 两 个 有 界 闭 区 域 的 面积 . 

20. 求 在 第 一 卦 限 内 由 三 个 坐标 平面 与 曲面 > = z? 十 内 十 1 及 平 
面 2z +y = 2 所 围 立 体 的 体积 . 

21， 设 平面 物体 D C R? 是 可 求 面 积 的 有 界 闭 区 域 ,其 密度 函 
数 p(z,y) 在 D 上 连续 . 试用 二 重 积分 来 表示 D 的 关于 zx 轴 的 转动 惯 
量 . 

22. 设 第 一 封 限 内 的 某 立 体 由 z = 0,y = 1,z =y,z = zy 所 围 , 其 
密度 函数 为 p(x,y,z) = 1 + 2z, 求 其 质心 坐标 . 

23. 求 由 曲面 z = z2 十 y2, z2 十 8y2 = z, z2 十 2 = 27 及 平面 z=0 
所 围 立 体 的 体积 . 

24. 求 下 列 三 重 积分 或 累 次 积分 : 

(1) WI zyzdzdydz, 其 中 DD 为 立体 z? ++ + < 1 在 第 一 封 
限 的 部 分 ; 

(2) fe 十 咏 )dzdydz, 其 中 D 是 由 曲面 z = 12 - 2z2 -2y? 
与 := z2 十 妨 所 围 的 有 界 闭 区 域 ; 


2 (2z 一 z2) 寺 (2z 一 z2 一 2) 寺 
3) / dz 人/ 由 人 (z2 十 32 + 22) dz; 
0 0 0 


4) /ety yrs-a) tedrdya, 其 中 = {(z,y,2): 
0g<ri+y—-z<1l,0gy+z—-r<1,0gr+z—y<1); 
(5) /| | (+)dzdydz, 其 中 局 是 由 环 二 只 一 9 二 名 = 16 
2 三 0, 2 一 Vz2 十 好 所 围 的 有 界 闭 区 域 ; 
9 f/f z(T2 十 灵 十 z2)dzdydz, 其 中 DD 是 球体 z2 二 92 十 22 < 22; 


V9-—z2 Voz2—y? Voz2—y? y? 
m fa Sf ayf (z2 + + 22)3dz. 
V9-—z7 V9-z2—y? 
25. 求 立 体 1< x? 十 y? < 4 夹 在 z=12-z? 一 好 与 z= 0 之 间 
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部 分 的 体积 . 

26. 设 函 数 f(z,y) 在 R? 上 连续 , 试 找 一 个 由 光滑 曲线 所 围 的 无 
界 闭 区 域 D, 使 得 / 六 f(zy)dzqy 收敛 

27. 计算 下 列 广义 重 积 分 : 


(1) Wh eT ty + ) drdydz; 
Rs 

O) Wh dzdydz 
Ra (1 + 72+ y+ 22)2 


2 pe 其 中 万 为 闭 区 域 2 十 恋 十 吉 
Z 十 +( 一 3) 
ls 


一 z 三 -一 -一 所 图 
28. 求 第 一 卦 限 内 由 曲面 > = (TT 所 围 立 体 的 体积 . 


29. 讨论 下 列 广义 重 积 分 的 敛 散 性 , 其 中 a, 6,7 均 为 常数 : 


drdydz 
mh, CT + GF" 菇 电流 汶 末 邯 半 医护 


R3\0, 0 = {(7,y,2): 712+ +2 < 1); 


dzdydz 
©®// [ a 其 中 为 (1) 中 的 无 罩 闭 区 域 


G /本 各 =, 其 中 D 为 单位 罗盘 咯 革 六 < 1 
= aa DI0H x [0, 1\{(z,Y) :y= 7,7 € R}; 
pl 
69 f/f tt 0 其 中 D = R3\{(0,0,0)}; 
2 
9 /| SF 
30. 设 函 数 > = f(z,y) 在 0 = [0,1]x[0,1] 上 连续 , 且 对 于 v(z,y) Ee 
2 有 f(z,y) > 0. 记 DD={(z, 和 W) € 0,0 < z < f(2,)}. 证 明 : 


当 a < 1 时 ， /fs 
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在 R"(n > 2) 中 具有 很 多 有 趣 的 子 集 , 如 R? 中 的 曲线 , R3 中 的 
曲线 与 曲面 等 . 当 n > 3 时 , 除了 曲线 与 曲面 外 有 趣 的 子 集 就 更 多 了 . 
在 科学 技术 的 许多 问题 中 ， 人 们 会 遇 到 这 些 子 集 上 的 积分 问题 . 在 本 
章 中 , 我 们 将 研究 定义 在 了? (或 R?) 中 一 些 特殊 几何 体 上 的 积分 问题 ， 
主要 考虑 两 种 简单 情况 , 即 曲线 和 曲面 上 的 积分 . 根据 这 些 积分 的 不 
同 背 景 , 人 们 将 它们 分 成 不 同类 型 的 积分 . 我 们 主要 介绍 两 类 积分 : 一 
类 是 多 元 函数 的 积分 , 这 类 积分 称 为 第 一 型 积分 : 另 一 类 是 向 量 函 数 的 
积分 , 这 类 积分 称 为 第 二 型 积分 . 在 以 下 各 节 中 , 我 们 将 对 它们 作 详 细 
介绍 . 
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16.1.1 第 一 型 曲线 积分 的 定义 


在 定 积分 的 应 用 中 , 我 们 学 习 过 曲线 弧 长 的 定义 . 现在 我 们 简要 回 
顾 一 下 . 设 工 是 平面 内 或 空间 有 R3 中 的 一 条 连续 的 简单 曲线 , 以 4, B 
为 其 端点 ( 当 4 = B 时 , 则 是 一 条 约 当 曲线 ). 在 政 上 从 A 到 B 
依次 取 点 4 = Aho, A1,… ,Ak = 已 ,它们 构成 了 三 的 一 个 分 割 了 . 
记 A4k-14k 为 连接 4k-i, Ak 的 线段 , 其 长 为 s (k = 1,2,… ,到 ), 则 当 


K 
sup 3 Sk < 十 oo 
T k=1 
时 , 其 中 上 确 界 是 对 所 有 的 分 割 7 取 的 , 我 们 称 该 曲线 是 可 求 长 的 ， 
并 称 该 上 确 界 为 的 弧 长 . 
z= 2(t), 
现 设 光滑 曲线 厂 由 参数 方程 | y 二 y(tj，(a <t< 6) 给 出 , 则 其 
z= #(t) 
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弧 长 工 可 由 下 述 公式 计 算 : 


B 
1=/ VE + Or a 


为 了 引入 第 一 型 曲线 积分 , 我 们 先 来 研究 以 下 物质 曲线 的 质量 问 
题 . 设 是 一 条 物质 曲线 , 它 可 被 看 成 落 在 Ra 中 的 一 条 曲线 , 并 在 它 
上 面 定义 了 一 个 密度 函数 . 现在 设 以 4 为 起 点 , 以 B 为 终点 ,在 卫 
上 任 一 点 (z,y,z) 处 该 物质 曲线 的 线 密度 为 p(z,y, z), 我 们 来 求 了 的 
质量 . 当 线 密度 函数 为 常数 函数 ， 即 plz,y, z) = po 时 , 我 们 可 以 求 
出 该 物质 曲线 的 质量 为 poL, 其 中 工 为 该 曲线 的 弧 长 ， 当 p(x,y,z) 
在 上 不 是 常数 函数 时 ,依照 定 积分 的 思想 , 我 们 可 以 在 上 依次 
取 点 4 = ho, 41,… ,Ak = B, 并 称 其 为 了 的 一 个 分 割 ， 此 分 割 


将 下 分 成 K 个 小 缴 段 ， 在 以 44_1, 4k 为 端点 的 弧 段 4 IAs 上 
K 
任 取 一 点 ($k,mksCk)(k = 1,2,… ,到 ), 作 和 式 > p(k,nk,Cx)Ask, 其 


并 
中 Ask (k 一 1,2,… ,K) 是 4 的 纺 长 如 同 求 曲 边 梯形 的 面积 ， 
当 分 割 越 来 越 细 时 , 若 该 和 式 的 极限 趋向 于 常数 7, 则 我 们 认为 7 即 为 
该 物质 曲线 的 质量 . 由 此 我 们 引进 下 面 的 定义 . 
定义 16.1.1 设 TC Rs 是 可 求 长 的 简单 曲线 , 它 以 4 为 起 点 ， 
B 为 终点 ,f(z,y,z) 是 定义 在 上 的 函数 . 对 于 本 的 任 一 分 害 了 : 
4= Aho,41,… ,Ak = 也 , 记 Ask(k= 1,2,… ,KK) 为 弧 段 4k_i4kx 的 


弧 长 ( 即 三 介 于 Ax_1, 4k 之 间 部 分 的 长 度 ) 及 AT) = 1 Wax Ask. 
在 ry 上 任 取 一 点 (&k,mk,Ck) (k = 1,2,… ,KK), 作 和 式 


K 

Df (Eks Nk, Gk)Ask. 

k=l 
若 存在 Te RR, 使 得 对 于 ve > 0, 35 > 0, 对 的 任意 分 割 了 及 每 个 小 
弧 段 上 任意 选取 的 (&i,nx,4x), 当 AT) < 5 时, 有 
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K 
DO f(xs ns Ck)Ask — IT| < a, 
ji 


即 lim De Nks Ck)Ask = J 


A(T)— 0 


则 称 f(z,y,z) 沿 工 的 第 一 型 曲线 积分 存在 , 并 称 1 为 f(z,y,z) 在 
上 的 第 一 型 曲线 积分 , 记 为 


I= 人 jcyalds 或 1= /ycyalds 


其 中 f(z,y,z) 称 为 被 积 函 数 , 称 为 积分 曲线 . 

从 定义 16.1.1 可 以 看 出 , 第 一 型 曲线 积分 只 与 积分 曲线 了 的 弧 长 
及 被 积 函数 f(z,y,z) 的 取 值 有 关 , 而 与 的 方向 无 关 . 设 P = AB， 
即 工 是 以 4 为 起 点 , B 为 终点 的 一 条 曲线 . 记 F- = B4 是 了 的 反 向 
曲线 , 即将 的 起 点 与 终点 对 调 后 所 得 到 的 曲线 , 则 当 f(z,y,z) 在 并 
上 的 第 一 型 曲线 积分 存在 时 , 有 


/seem nas= 人 rewaas 
从 定义 16.1.1 还 可 以 推 知 第 一 型 曲线 积分 具有 下 述 性 质 : 
(1) 著 对 于 V(z,y,z) e T， 有 f(z,y,z) 三 1, 则 ftw ss 
as 即 为 了 的 长 
(2) 车 芽 落 在 Ozy 平面 上 , 且 对 于 V(z,y) e T， 有 f(z,y) > 0， 
则 太 7e ds 表示 空间 柱 面 9 = ta : 可 E 7,0 < ss 


f(z,y)} 的 面积 ( 见 图 16.1.1, 关于 曲面 面积 的 定义 将 在 816.3 中 讨论 ). 
(3) 第 一 型 曲线 积分 具有 关于 被 积 函数 的 线性 性 , 即 设 是 可 求 
长 的 简单 曲线 , 函数 f(z,y,z) 与 o(z,y,z) 在 上 的 第 一 型 曲线 积分 存 
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在 , a, 8 € 民 , 则 af(z,y,z) 十 Bg(z,y,z) 在 上 的 第 一 型 曲线 积分 存在 ， 
并 且 
/ [af(z,y,2) + Bg(z,y,z)]ds = of f(z,Yy,2)ds+ ef gz 2)ds. 
r r r 


图 16.1.1 


(4) 第 一 型 曲线 积分 具有 关于 积分 曲线 的 可 加 性 , 即 设 T= AB， 
及 = BC 均 为 可 求 长 的 简单 曲线 , 且 卫 = T+ fT = 4C 也 为 可 求 长 
的 简单 曲线 , 则 函数 f(z,y,z) 在 上 的 第 一 型 曲线 积分 存在 的 充分 
必要 条 件 是 f(z,y,z) 在 T 和 及 上 的 第 一 型 曲线 积分 均 存在 , 且 当 


第 一 型 曲线 积分 存在 时 , 有 
人 egaas+ 人 Tewads= | tem ads. 


以 上 性 质 的 证 明 请 读者 自己 给 出 . 
16.1.2 ”第 一 型 曲线 积分 的 存在 性 与 计算 公式 


对 于 第 一 型 曲线 积分 的 存在 性 , 我 们 有 下 面 的 结论 . 
定理 16.1.1 设 T=AB c R3 是 可 求 长 的 简单 曲线 , 函数 f(z,y, z) 


在 上 连续 , 则 第 一 型 曲线 积分 站 f(z,y,2)ds 存在 . 
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证 明 ” 设 荆 以 弧 长 s 为 参数 的 参数 方程 为 
z= 7(s), 
DT:yy=Ys), (0O<s<), 


z= 2z(s) 


其 中 工 为 的 弧 长 . 对 于 了 = 4B 的 一 个 分 割 工 : 4 = ho, A1,…， 
Ak = B, 则 对 应 于 闭 区 间 [0, 刀 的 一 个 分 割 A:0= so<s1<.…< 
sK 二 上 .在 4 上 任 取 一 点 (&k, mk, Ck), 则 必 存 在 se [sk-1, sk]， 
使 得 (&k,nk, Ck) = (Z(s%),y(s%),z(s%))(k 二 1,2,… ,KK). 因此 


K kK 
Do fléks mes Cr)Ask = >, f(z(s%), ysk), z(sk)) Ask. 


B=1 k=1 
上 述 等 式 右 端 是 连续 函数 f(z(s),y(s), z(s)) 在 区 间 [0, L] 上 的 笋 曼 和 |. 
注意 到 A(T) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 (A) 一 0, 因此 人 f(z,y,z)ds 存 
在 , 并 且 有 
L 
. / f(r 5 = {f(a(0), vs), ls)ds. 
二 0 
证 毕 . 
在 假定 C Rs 是 光滑 曲线 时 , 我 们 有 以 下 关于 第 一 型 曲线 积分 
的 计算 公式 . 
定理 16.1.2” 设 卫 是 光滑 曲线 , 其 参数 方程 为 


z= z(t), 
y=yt), (a < tp), 
z= z(t) 


再 设 函 数 f(z,y,z) 在 卫 上 连续 , 则 有 


6B 
ff 24 = fet, yl), A) VE + OP + OPat 
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证 明 ”由 于 有 是 光滑 曲线 , 设 其 弧 长 为 L， 作 [a,6] 一 [0 如 
的 变换 如 下 : 对 于 vt se [a,B], 记 s(t) 为 荆 介 于 (z(a),y(a),z(a)) 
与 (z(t),y(t),z(t)) 之 间 部 分 的 弧 长 , 即 


,= = [ VE + WF rar. 
注意 到 
VEO OR tOF > 0, 
记 +t=t(s) 为 slt) 的 反 函 数 , 因此 由 定 积分 换 元 公式 得 
L 
J fe 0as= 人 Tedla)atG))zt(s))ds 
0 
8 
/ f(z(0), yD), 2()) VE OE + OF + eRat. 
证 毕 . 
例 16.1.1 ”计算 第 一 型 曲线 积分 / T1527 yzds, 其 中 了 是 
有 


曲线 z2 十 刀 = z. 
解法 1 取 曲 线 及 的 参数 方程 


et 
| 2 2 (0 < t < 27), 


y= 3sin 
则 
= /iant+ oo08tdt = 
ds= Is t+ Cos tdt = 5dt. 
于 是 


27 
/vie -ras= |/ Vizas=3/ |/ -et 
r r 2 2 


2 看 
=3/ a=/ rN 
2 0 2 


sin 多 
2 
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解法 2 ”由 于 被 积 函数 及 积分 曲线 的 对 称 性 , 我 们 只 要 考虑 积分 
曲线 落 在 第 一 象限 的 部 分 即 可 . 此 时 曲线 可 写成 如 下 的 参数 方程 


2 一 2 
{ (0<z<1) 
y= Vr—72 
dz 
从 而 ds = 一 天 一 一, 因此 

2Vz 一 Z2 
[va ras -2 VE Ce 
r y 9 0 2Vz 一 Z2 0 VT 


注 ”在 上 例 中 , 解法 2 中 的 计算 更 简单 些 , 但 最 后 的 积分 是 一 个 
瑕 积分 . 另外 , 由 第 一 型 曲线 积分 的 性 质 , 上 例 中 的 积分 值 是 柱 面 z? 十 
妇 2 = z 被 单位 球面 所 截 得 的 在 Oxy 平面 上 方 那 一 块 的 面积 . 


例 16.1.2 ”计算 第 一 型 曲线 积分 / (z+ 功 ?ds, 其 中 工 是 单位 贺 
rT 
盘 上 半 部 分 的 边界 , 即 = TU I, 其 中 


={z9) :7 +=1y20}, T={(2,9):-1<7r<1,y=0}. 
解 ”由 第 一 型 曲线 积分 的 性 质 , 我 们 有 
.om 2 2ds. 
fery ds fr ds+ [ (ety 
由 于 


ftwas= f +ast2 zyds= | ds+0=7, 
ni Th 六 nN 


其 中 / zyds = 0 由 对 称 性 得 到 , 另外 我 们 有 
I 


2 
/ (z+Yy)?ds = / z2dz = 5, 
ra -1 3 


所 以 /e+tyas=3tr. 
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816.2 第 二 型 曲线 积分 


16.2.1 第 二 型 曲线 积分 的 定义 


第 二 型 曲线 积分 的 物理 模型 是 变 力 做 功 . 设 空间 有 一 个 力 场 , 如 
地 球 对 空间 中 任 一 点 都 存在 引力 , 该 引力 在 空间 的 分 布 就 可 称 为 地 球 
的 引力 场 ， 从 数学 的 观点 来 看 一 个 力 场 即 是 在 R3 中 定义 了 一 个 向 量 
函数 

F(z,y,2) = (P(z,Y, 2), Q(T,Y, 2), R(T,Yy, 2)). 
假定 在 它 的 作用 下 , 一 个 质点 沿 空间 曲线 卫 从 点 4 移 到 了 点 B. 现在 
我 们 来 求 该 力 场 对 质点 所 做 的 功 . 

首先 注意 到 , 若 F 是 常 力 , 即 它 的 大 小 与 方向 均 是 常数 , 并 且 在 
它 的 作用 下 , 质点 沿 连 接点 4 和 B 的 直线 段 4B 从 4 移 到 B, 则 它 
所 做 的 功 为 


一 全 
W=F.:AB. 


为 了 求解 上 述 的 一 般 问题 ， 我 们 用 熟知 的 分 割 、 求 和 、 取 极限 的 积分 技 
巧 . 记 卫 = 4B, 沿 了 依次 取 分 点 


A= ho, hi, …，4K= 卫 . 


它们 构成 的 一 个 分 审 了 , 记 MI) = ,may {diam (Ai4A} 在 每 一 


段 小 弧 ACE = 上 2,… ,K) 上 ,以 线段 TI 代替 Ax_144, 并 
目 将 F(z,y， 有 在 Al 1Ak 上 取 常 力 F(&k, nx, Ck)((&ks nk Ck) E 4 
则 在 变 力 F 作用 下 质点 沿 卫 从 4k-1 移动 到 4x 所 做 的 功 
AWe ~ F (Ek, Nk, Gk) * Ak- 1 
因此 
K K 
W= Dj AW ~ DF(éx, mr, Cx) Arid. 


k=1 k=1 
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当 A(T) 一 0 时 , 若 上 式 右 端 和 式 的 极限 存在 , 则 


w=, dp, re mes Gk) « Ari A 


记 Ak = (Tks Yk zk) (k= 1,2,.… ,RK), 则 
Ari hk = (zk — TEI Yk — Yel Zk — Zh-1) S (Azk, Ayk, AZk). 


于 是 我 们 有 


kK 
PCEe ns Ge 4-14 


大 一 1 


政 
= 》 (PE ns Ge)ATk + QE Tks Gk)AYk + REk, Tes Gk) Azk). 
k=1 
从 上 述 变 力 做 功 的 问题 中 , 我 们 得 到 一 个 新 的 和 式 极限 . 由 此 和 
式 极限 我 们 可 以 引进 一 类 新 的 积分 . 另外 要 注意 , 我 们 记 空 间 一 条 曲 
线 卫 = AB 是 为 了 强调 是 以 4 为 起 点 , B 为 终点 的 . 当 A= B 时 ， 
我 们 则 必须 在 厂 上 取 定 一 个 方向 . 
定义 16.2.1 设 卫 = AB 为 空间 连续 曲线 , 向 量 函 数 


F(z,y,2) = (Pz,y, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, 2)) 
在 人 B 上 有 定义 , 记 在 4B 上 依次 取 分 点 

4=4o, Ai, :……, Ak =B 
组 成 的 分 割 为 T， AIAA = (Azk, Ayk, Azk) (k= 1,2,.… ,K), AT) = 
dian 在 44% 上 任 取 点 (rmha GE == 2 
K). 车 极限 


K 


,0 LP mm Ase + Q(Ek, Wk, CE) AY + RCEk, Mk, Ck)AZk] 
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存在 并 且 等 于 7 其 中 常数 T 不 依赖 4B 的 分 割 T 以 及 (&k,m,k) 的 
选取 , 则 称 该 极限 值 为 F(z,y,z) 在 P 上 的 第 二 型 曲线 积分 , 记 为 


1= {Plaw ds + Qn 2)dy + Ree a)de, 
g 


或 者 上 二 大 Pdz + Qdy + Rdz, 
AB 


其 中 F(z,y,z) = (P,Q, RR) 称 为 被 积 函数 , 全 称 为 积分 曲线 . 

从 上 述 定 义 可 以 看 出 , 第 二 型 曲线 积分 是 考虑 一 个 向 量 函 数 在 曲 
线 上 沿 着 一 个 方向 的 积分 , 因此 它 与 曲线 的 方向 有 关 . 显然 , 第 一 型 
曲线 积分 是 考虑 一 个 多 元 函数 在 曲线 上 的 积分 .当然 , 仅 从 纯 数学 的 
观点 , 第 二 型 曲线 积分 也 可 仅仅 定义 一 个 多 元 函数 P(z,y,z) 的 下 述 积 


分 / Pdz, 层 Pay, 大 Pdz. 但 是 这 些 积分 不 能 反映 出 第 二 型 曲 
AB AB AB 


线 积分 的 物理 背景 . 
从 定义 我 们 可 以 看 出 第 二 型 曲线 积分 具有 下 述 性 质 : 


(1) 车 / Pdz + Q@dy + Rdz 存在 , 则 Pdz + Qdy + Rdz 存 
AB BA 
在 , 并 且 
A Pdz + Qdy+ Rdz = 一 六 Pdz + Qdy + Rdz. 
BA AB 
特别 地 , 当 了 是 一 条 简单 闭 曲 线 时 , 我 们 有 
/ Pdz + Qdy + Rdz = -/ Pdz + Qdy + Rdz. 
fs r 


2) 设 向 量 函数 f = (P,Q1,Ri) 和 9 = (BB,Q;2, R2) 在 空间 曲 
线 4B 上 的 第 二 型 曲线 积分 都 存在 , a,8 e R, 则 af + 659 在 4 有 上 的 
第 二 型 曲线 积分 存在 , 并 且 


/ (aPidz + aQidy + aRidz) + (BPdz + BQ2dy + BR2dz) 
AB 


=@ / Pidr+Qidy+ Ridz+ ef. Pdrz + Q2dy + R2dz. 
AB AB 
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(3) 设 4B = 4CuCB, 即 4B 是 由 两 条 连续 曲线 4C,CB 组 成 ， 
并 且 4C 与 CB 仅 在 端点 C 处 相交 , 则 向 量 函数 下 = (P,Q, RR) 在 AB 
上 的 第 二 型 曲线 积分 存在 的 充分 必要 条 件 是 它 在 4C 及 CGB 上 的 第 
二 型 曲线 积分 均 存在 , 并 且 第 二 型 曲线 积分 存在 时 , 成 立 等 式 


/ Pdz+Qdy+ Rdz = 人 Pdz+Qdy+ Rdz+ a Pdz+ Qdy+ Rdz. 
AB AC cB 


16.2.2 ”第 二 型 曲线 积分 的 存在 性 与 计算 公式 


在 这 里 , 我 们 不 准备 讨论 关于 非常 广泛 的 积分 曲线 和 被 积 函数 的 
第 二 型 曲线 积分 存在 性 问题 , 只 讨论 积分 曲线 是 光滑 曲线 , 而 被 积 函数 
是 连续 的 情形 . 

定理 16.2.1 设 了 = AB 是 以 4 为 起 点 , B 为 终点 的 光滑 曲线 ， 
其 参数 方程 为 


了 


z()， 

=3b，(a<t 和 有 D) 

z= 2(t) 
且 当 t 从 a 连续 变 为 8 时 , 对 应 曲线 上 的 点 从 4 连续 变 为 B, 再 假 
定 函数 P(z,y, z), Q(z,y,z), R(z,y,z) 在 上 连续 , 则 向 量 函 数 下 = 
(P,Q,R) 在 4B 上 的 第 二 型 曲线 积分 存在 , 并 且 


~ Pdzr + Qdy+ Rdz 
AB 


B B 
= / P(z(0),y(D), (0) (t+ / Q(z(0), vt), 2(O)y (Wat 
" 上 
+ / R(z(t), y(t), z(t)z (tdt. 


证 明 ”我 们 用 微 元 法 证 之 . 由 光滑 曲线 的 定义 知 z(t), y(t), z(t) 
均 是 t 的 连续 函数 , 且 对 于 Vt e (a, 8), 有 


Zz2(t) + y(t) + 22(t) #0. 
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对 于 Vlt,t+dt] C [a,Bl, 记 At = (z(t),y(t), z(t)) € T, Artat = 
(z(t+ dt), y(t + dt), z(t+ dt)) ET, 由 于 
Mdirar (2 (0), y(t), z(t))dt 

(z(t), y(t), z(t)) 
T(t) + yat) + 22(t) 

(z(t), y(t), z(t)) 
TA(t) + y(t) + 22(t) 

= (cosQ, cos B, cos?)ds. 


其 中 (cosa,cos 6,cos?y) 是 曲线 在 点 (z(t),y(t), z(t)) 处 的 单位 切 向 量 . 
因此 有 


TA y(t) + z(t)dt 


Pdz + Qdy + Rdz = (P,Q, R)(dz, dy, dz) 
= (P,Q,R)(cosa, cosB,cos”y)ds 
= (Pecosa+QcecosB+ Reosy)ds. 
由 假设 , T 是 光滑 曲线 , 从 而 cos a,cos B,cos7 是 t 的 连续 函数 . 由 第 
一 型 曲线 积分 的 存在 性 定理 知 / (Pecosa+QcosB+Rcosy)ds 存在 ， 
AB 


从 而 人 Pdz + Qdy + Rdz 存在 , 并 且 有 公式 
AB 
大 Pdz 十 Qdy + Rdz 
AB 
B B 
= / P(z(t), y(t), z(t))z (t)dt + / Q(z(t), y(t), z(t))y (t)dt 


8 
+/ R(z(t), y(t), z(t))z (t)dt. 
证 毕 . 
注 ” 在 上 面 定理 的 证 明 过 程 中 , 我 们 清楚 地 知道 , 第 二 型 曲线 积 
分 与 第 一 型 曲线 积分 有 如 下 的 关系 : 


大 Pdz + Qdy + Rdz = 友 (P,Q, R): (cosa, cos b,cos”y)ds, 
AB AB 
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其 中 (cos acos 6, cos7) 为 AB 在 (z,y,z) 处 的 单位 切 向 量 . 

到 现在 为 止 , 我 们 讨论 了 平面 及 空间 的 曲线 积分 问题 . 值得 指出 的 
是 , 在 R"(n > 3) 中 也 可 以 讨论 相应 的 曲线 积分 问题 . 事实 上 , 我 们 已 
经 有 了 R" 中 曲线 的 定义 , 因此 可 以 用 完全 平行 于 R3 中 的 理论 来 讨论 
可 求 长 曲线 、 光滑 曲线 等 问题 , 从 而 可 以 定义 两 类 不 同 的 积分 . 由 于 这 
些 理论 与 我 们 已 经 研究 的 R3 中 的 相应 理论 有 很 大 的 相似 性 , 我 们 在 
这 里 就 不 深入 讨论 了 . 

例 16.2.1 计算 第 二 型 曲线 积分 (az +zdy 其 中 AB 为 
单位 圆周 z? 十 12 = 1 的 上 半 部 分 , 方向 为 从 点 4(1,0) 到 点 B(--1,0). 

解法 1 令 


2 = cost, 
(0<t<7), 
y= sint 


则 t 从 0 连续 变化 到 r 时 , 曲线 上 的 点 从 4 连续 变化 到 B. 因此 
/ (—y)dr + zdy =/ [~sint: (— sint) + cost: cost]dt 
AB 0 


s] dt=7. 
0 


解法 2 由 z2?+ 好 =1 知 zdz+ydy =0, 得 dy= -dz 从 而 有 
| =1 吉 
大 Codaz+zdy= 人 Cwaz+t / s(-2) dz 
AB 1 是 2 
1 /72 2 1 
=/ 人 +y )a== Rd 一 
| 2 -1 V1i—z2 


=arcsinz| =7. 
1 


例 16.2.2 ”计算 第 二 型 曲线 积分 六 (zz 2)dz_2zydy 其 中 工 
是 从 点 (0,0) 沿 曲线 y = ze(a > 0) 到 点 (1,1) 的 部 分 . 


解 由 线 | ”ze [0,1]) 代入 得 


I 
2 一 工 
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1 1 
/ (z2 一 y2)dz — 2zvdy= 人 (z2 — z2e)dz — / 2zzc(azc 1)dzr 
r 
2 | 0 
=/ [z2 - (2a + 1)z?°]dz = 一 二 . 
0 3 


此 题 说 明 , 该 第 二 型 曲线 积分 与 a 的 选取 无 关 , 而 只 与 这 些 曲 线 
的 端点 有 关 . 

例 16.2.3 ”计算 第 二 型 曲线 积分 人 zdz+ydy 十 zdz, 其 中 了 为 
球面 ?十 妨 十 z2 = 1 与 平面 z+y 十 z = 0 的 交 线 , 从 z 轴 看 去 取 赣 
时 针 方 向 . 

解法 1 ” 作 正 交 变 换 将 卫 变 到 0én 平面 : 


GC 
0= 斋 e+o- 呆 ， 


= 
《一 J 十 可 二 区、 
然后 利用 上 = cost,n = sint 代入 上 述 太 的 方程 , 即 得 六 的 参数 方程 


1 起 
T= — C08t+ —= sint, 


V2 V6 
1 bs 
y= th Ve 
2 
多 三 2 


从 而 


上 zdr 十 ydy 十 zdz 


， ) ( 志 ) ) 
= cost 十 yr t sint 十 一 Cos 上 
/ | ( 识 V6 
1 


1 1 1. 
十 【一 一 二 co8t 十 一 二 sint 十 一 到 cost) 
( V2 V6 V2 v6 
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让 (| 
=/ “0dt =0. 


解法 2 ”由 于 球面 zz 二 内 十 好 =1 上 每 个 点 (z,y,z) 在 R3 中 表 
示 的 向 量 即 是 球面 在 该 点 的 单位 法 向 量 n, 而 曲线 每 个 点 处 的 单位 
切 向 量 v 与 球面 在 该 点 的 法 向 量 正 交 , 因此 有 


/ Zdz 十 ydy 十 zdz = 人 mods=0 
816.3 第 一 型 曲面 积分 


16.3.1 ”曲面 的 面积 


在 介绍 第 一 型 曲面 积分 之 前 , 我 们 先 来 讨论 一 下 曲面 的 面积 问题 . 
如 何 利用 积分 的 思想 来 求 曲面 的 面积 呢 ? 受 求 曲线 弧 长 的 启发 , 我 们 
能 否 用 曲面 内 接 多 边 形 的 面积 来 逼近 曲面 的 面积 ? 对 此 施 瓦 茨 兽 经 有 
一 个 著名 的 例子 , 他 考虑 了 由 圆柱 面 的 内 接 全 等 等 腰 三 角形 构成 的 多 
面体 面积 的 逼近 : 设 圆柱 面 5 为 {(z,y,z) :2 二 1,0<z<1}. 
将 5S 的 高 进行 了 天 等 分 , 从 而 在 S$ 上 得 到 K +1 个 平行 于 Oxy 平面 
的 圆周 及 (k = 1,2,.… ,KK + 1). 对 每 个 圆周 IT (k = 1 2 ,天 十 1 
再 工 等 分 , 使 得 有 + 上 的 分 点 在 Ozy 平面 的 投影 落 在 太 上 的 分 点 
在 Ozy 平面 的 投影 的 中 间 , 然后 将 每 个 六 上 相 邻 两 个 分 点 连接 , 并 且 
它们 分 别 与 及 + 上 的 位 于 它 上 方 中 间 的 点 连接 , 这 样 我 们 就 得 到 了 一 
个 等 腰 三 角形 . 所 有 的 这 些 三 角形 组 成 了 8 的 一 个 内 接 多 边 形 . 这 个 
多 边 形 的 面积 用 初等 数学 的 知识 即 可 求 出 . 容易 证 明 , 适当 选取 天 ,了 
的 比例 , 如 天 = L3, 则 可 以 使 得 多 边 形 的 面积 趋 于 oo. 在 上 述 逼 近 中 ， 
若 取 K = 工 , 则 容易 推出 多 边 形 的 面积 趋 于 2r. 因此 用 内 接 多 边 形 的 
面积 来 逼近 曲面 面积 的 方法 是 行 不 通 的 . 

仔细 分 析 一 下 施 瓦 茨 的 例子 , 当 K 与 二 的 比 很 大 时 , 即 三 角形 的 
高 与 底 边 长 的 比 趋 于 零 时 , 每 个 小 三 角形 所 在 平面 几乎 与 柱 面 的 切 平 
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面 垂直 , 因此 产生 很 多 由 于 弯曲 而 增加 的 面积 . 如 果 该 三 角形 所 在 平面 
越 来 越 “平行 " 于 切 平面 , 则 多 边 形 面积 逼近 将 会 成 功 . 注意 到 对 于 圆 
柱 面 , 我 们 若 将 其 摊 平 到 平面 , 则 可 以 计算 出 它 的 面积 为 
底 周 长 x 高 = 27. 

为 了 求 曲面 面积 , 我 们 的 想法 是 用 每 一 点 处 切 平面 上 的 部 分 来 构 
造 曲面 的 外 切 多 边 形 进 行 逼近 . 由 于 要 用 到 切 平面 , 我 们 只 考虑 光滑 
曲面 . 

设 曲 面 S 由 参数 方程 


T= z(u,v), 

y=yu,v), (uv)ED (16.3.1) 
z= z(u,v), 

定义 , 其 中 D 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 , 函数 z(w,v),y(w,v), z(u,v) 均 

在 D 上 具有 连续 偏 导数 .作为 D 到 R3 的 映射 , (16.3.1) 是 单 的 且 其 


雅 可 比 和 矩阵 
Th 史 下 
TO Wo 为 


在 每 一 点 (u,v) 处 的 秩 均 为 2. 在 本 节 中 , 我 们 总 假定 曲面 5 为 满足 
上 述 条 件 的 光滑 曲面 . 
现 记 r(w,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v)) 及 
O(y,z O(z, 7 oO(z, 
训导 brs Gs 汉 . 
则 在 任 一 点 (w,v) 处 行列 式 4, B,C 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 并 且 它们 
均 是 (u,v) 的 连续 函数 , 因此 法 向 量 n = (4, B,C) 在 曲面 $ 上 连续 
变化 . 

下 面 我 们 利用 微 元 法 来 求 曲面 的 面积 . 给 定 以 (wo,vo), (wo + du 
v0), (wo 十 du vo 十 dv), (wo,vo 十 dv) 为 顶点 的 一 个 小 矩形 Do. 当 (wu) 
在 De 上 变化 时 , 在 5 上 可 得 到 一 小 块 曲面 , 它 可 近似 看 成 一 个 小 平 
行 四 边 形 , 其 两 邻 边 分 别 为 


(16.3.2) 
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7(uo + du, vo) 一 7(uo,zo) TS rh,(uo, vo)du 


与 7T(uo,vo + do) 一 r(uoyvo) = 7,, (uo, vo)dv. 
因此 它们 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 , 即 面积 微 元 为 
dS (wo, v0) = |r, (uo, vo) x 7 (uo, vo)|dudv, 
从 而 曲面 5 的 面积 ( 仍 用 S 表示 其 面积 ) 为 
Ss 内 ITs (u,v) x ro(uu)ldudu. 
现在 我 们 进一步 计算 |r',(w,v) x 7(w,v)|. 由 
[raw v0) x row o)| = (zo, zu) x (Zoo 1)| = VA + B? + C2, 
若 记 
EB=rir, = 722+y2+22, 
下 二 TT 二 24 十 希 角 十 入 各， (16.3.3) 
G=7r, = 2 + Ye + 2 
则 可 知 
EG-F*=A+B?+C?. 
因此 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 16.3.1 ” 设 光滑 曲面 5 由 参数 方程 (16.3.1) 给 出 , 则 它 的 面 
积 为 


s=// VErE roduv= [|[ VEG — F?dudyv, 
D D 


其 中 4, B,C 和 EE, 下,G 的 定义 分 别 见 式 (16.3.2) 和 (16.3.3). 
特别 地 , 当 光 滑 曲 面 3 是 由 z = f(z,y) ((z,y) e D) 给 出 时 , 则 有 


s=|/ 人 1 十 72 人 二 jdzdy 


例 16.3.1 求 单位 圆柱 面 z? + y2 = 1 在 平面 z=0 与 z=1 之 
间 的 面积 . 
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解 ” 设 所 求 面积 为 5, 则 5 为 曲面 y= j(z,z) = VI 一 zz((z,z) € 
D, 其 中 D = [0, 1] x [1,1]) 的 面积 的 两 倍 . 因此 有 


s=2/f 1+ f2+ fi2dzdzr 


=2/ a | (Fs 天) 


证 


例 16.3.2 ”计算 球面 ?+ 内 +22 = 1 被 柱 面 (- ) + = 了 
所 截 在 柱 面 内 的 部 分 的 面积 . 

解 ”由 对 称 性 , 所 求 面积 5S 为 所 截 得 曲面 在 Ozy 平面 上 方 部 分 
面积 的 两 倍 . 设 z= f(x,y) = V1 一 22 一 记 ((z,y) & D), 其 中 


- {ew:(- 扩 +v< 计 
s=2ff /1+f21 Fardy =2 ff{ A 


利用 极 坐标 变换 得 


cosO 互 
s=af sof a A (YE 
Vi—r2 


= (1 -sinb)dg= 2r — 4. 
0 


则 


“ab 


16.3.2 ”第 一 型 曲面 积分 的 定义 


由 于 曲面 的 复杂 性 , 我 们 在 这 里 只 讨论 光滑 曲面 上 的 第 一 型 曲面 
积分 . 具体 来 说 , 在 本 小 节 中 我 们 所 指 的 曲面 5 将 由 参数 方程 (16.3.1) 
定义 , 并 且 它们 满足 所 假定 的 光滑 条 件 . 特别 地 , 我 们 总 假定 闭 区 域 D c 
R? 的 边界 由 有 限 条 光滑 曲线 组 成 . 设 


A={AD',AD,,... ,ADxk} 
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为 DD 的 一 个 分 割 , 且 假定 每 个 ADk (k = 1,2,… , K) 均 为 由 有 限 条 光 
滑 曲线 所 围 成 的 区 域 . 在 此 假定 下 , ASk = {r(w,v) : (u,v) € ADk}(k = 
1,2,… ,KK) 是 一 块 光滑 小 曲面 , T= {AS1,AS2,… ,ASk} 是 5 的 一 
个 分 割 . 记 A(A) = ,Wes diam (ADhk) 与 和 (T)= ,Ddiam (AS 由 
于 7(w,v) 在 D. 上 一 致 连续 且 其 逆 映 射 在 5 上 一 致 连续 , 因此 和 (A) 一 
0 的 充分 必要 条 件 是 和 (T) 一 0. 

对 于 5 的 分 割 T = {AS ,AS ASk}， 以 下 我 们 总 是 假定 
每 个 ASx 均 是 9 上 可 求 面 积 的 一 小 块 曲面 , 并 且 存 在 D 的 可 求 面 
积 的 闭 子 区 域 ADk， 使 得 r(w,v) 是 ADk 到 ASx 的 一 一 对 应 ， 从 
而 A= {ADi,ADz,… ,ADk} 为 DD 的 一 个 分 割 . 

定义 16.3.1 设 SC Ra 是 光滑 曲面 函数 f(z,y, z) 在 S 上 有 定 
义 ,又 设 了 = {AS1,AS2,… ,ASk} 是 5 的 一 个 分 割 , 且 仍 用 ASi (k = 
1,2,…… , 太 ) 来 记 每 块 小 曲面 的 面积 , 并 记 


外 三 Be diam (ASk). 


在 ASk 上 任 取 一 点 (x,me,Cx), 作 和 式 En Ek, ks Ck)ASe， 车 存在 


常数 1， 使 得 对 于 ve > 0, 35 > 0， 对 于 3 的 任意 分 割 了 及 任 取 
的 (&k, nk, Ck) E ASk (k=1,2,-… ,K), 当 和 A(T)<5 时 ,有 


K 
Df(éksnk, Ck)ASe — I| <e, 
= 


K 
即 , 2 jf(Ek Nes Ck)ASk = I, 


则 称 f(z,y,z) 在 5 上 的 第 一 型 曲面 积分 存在 , 并 称 工 为 f(z,y,z) 在 5 
上 的 第 一 型 曲面 积分 , 记 为 


:=|/ 人 f(z,y, 2)d5, 
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其 中 f(z,y,z) 称 为 被 积 函数 ,5 称 为 积分 曲面 . 

从 定义 可 以 推出 第 一 型 曲面 积分 具有 以 下 性 质 : 

(1) 车 在 5 上 函数 f(z,y,z) 三 1, 则 /stew as 二 fhas 即 
为 曲面 5S 的 面积 . 

(2) 车 曲面 S C R?, 则 函数 f(z,y) 在 5 上 的 曲面 积分 即 为 二 重 
积分 内 f(z,y)drdy. 


另外 , 第 一 型 曲面 积分 同样 具有 关于 被 积 函数 的 线性 性 以 及 积分 
曲面 的 可 加 性 等 性 质 , 请 读者 自己 给 出 上 述 性 质 的 精确 描述 . 


16.3.3 ”第 一 型 曲面 积分 的 存在 性 与 计算 公式 
对 于 光滑 曲面 上 连续 函数 的 第 一 型 曲面 积分 , 我 们 有 以 下 的 存在 
性 定理 以 及 计算 公式 . 
定理 16.3.2 ” 设 S C Ra 是 光滑 曲面 , 其 参数 方程 为 
z= z(u,v), 
y= yu,v), (uv) €D, 
为 三 二 (it 
其 中 D 是 由 有 限 条 光滑 曲线 围 成 的 有 界 闭 区 域 , 又 设 函数 f(x,y,z) 
在 5 上 连续 , 则 ftz,yz) 在 5 上 的 第 一 型 曲面 积分 存在 , 并 且 


f/f f(z,y,z)dS = 所 f (z(u,v), Yu, 0), z(u,v))V EG — F2dudv， 
(16.3.4) 
其 中 EE,G,F 由 式 (16.3.3) 定义 . 
证 了 明 ”考查 曲面 5 的 任 一 分 割 了 = {AS1,A52,… ,ASk}), 记 
其 相应 于 DD 的 分 割 为 A={ADi,ADz…… ,ADr}. 在 每 个 A 人 Sk (k= 
1,2,… ,KK) 上 任 取 点 (&k,Ck,mk), 则 存在 (uk,wk) e ADk, 使 得 


(5 CEs ME) = (Tks VE) Y (Ups Vk), (Uk Vk)). 


因为 
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ASk = / VEG — F?dudyv, 
ADk 
所 以 由 重 积分 第 一 中 值 定理 得 
ASk = VEG-F? 


2 ok 


(uk 


其 中 (wo) E ADk, Aox 为 AD 的 面积 . 因此 


K 
Df (ék, Ck, nk)ASE 


k=1 
K 
= Dy f(z (wry vk), Yuk, vk), zup Vk))V EG-F? El ok 
k=1 kvk 
K 
= Df (zur ve), (uk, vk), z(uks Vk)) VEG — F? Aok 
Pe (wesvk) 
i 
十 | > jz(uk ve), yuk Vk), (uk vk) V EG — F2 ,人 
al Uk vk 
K 
一 》 f(z vk), Yu Vk), Zuks Vk)) VEG — a 
k=1 
全 卫 十 厂 . 


显然 
i 生 村 )V 2 
Wot i l= fh f(z(u, 0), yu, v0), z(u,v))V EG — F2dudv 


记 M 为 |f(z,y,z)| 在 S 上 的 最 大 值 , Mi, mx 分别 为 连续 函数 VEG 一 F3 
在 ADk (k= 1,2,… ,KK) 上 的 最 大 、 最 小 值 , 则 有 


K 
I < MO GO — me)Aok 一 0 (MA) 一 0). 
k=1 


因此 
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二 
li ,Ck ME)AS, 
of Ck NE)A SE 


= 1i = 1 
eh 十 万) so +12) 


= // f (z(u,v), yu v0), zu,0))V EG — F2dudv. 
D 
这 就 证 明了 f(z,y,z) 在 S 上 的 第 一 型 曲面 积分 存在 , 并 且 
// f(z,y,2)dS = // f (z(u,v0), yu, v0), z(u,v))V EG — Fdudv. 

3 Dp 
证 毕 . 

当 曲 面 5S 由 方程 xz = g(z,y)((z,y) € D) 给 出 时 , 由 定理 16.3.2 有 

fh sw aas= {fresw eV + oe + oe drdy, 
例 16.3.3 。 求 第 一 型 曲面 积分 了 = /三 z2zds, 其 中 8 为 以 下 的 
3 

曲面 : 


(1) 上 半 单 位 球面 z = V1 一 72 一 yz; 
(2) 单位 球面 zz 十 只 二 z2 = 1. 
解 (1) 取 D={(z,9) :z+ 访 <1}, 则 


=// sas 
3 
2 2 

天 Ti 

fh T Pt te 
=// raroy=3 // (z2 +y)drdy 

Dp 2JJp 
1 72r Dd 元 
-3/ a rar=F 


(2) 分 别 记 
Si:z= V1-7—y, (ry)eD, 
S2:z=—V1-22—y, (zy)eD, 


210 第 十 六 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


由 


由 积分 曲面 及 被 积 函数 的 对 称 性 得 


A zzdS=— 从 zr2zd5, 
所 以 Jaas-o 


例 16.3.4” 求 均匀 物质 曲面 S$:z= jf(z,y) =2-(z2+y2)(z >0) 
的 质心 坐标 . 
解 ” 设 其 质心 坐标 为 (zo,yo, zo)， 由 对 称 性 有 zo = yo = 0, 并 


i 
且 由 微 元 法 有 zo = J /hs 其 中 Mzy 是 曲面 S 到 Os， 


Jhas ds 
平面 的 力矩 , o 是 曲面 5 的 面积 ). 取 D = {(z,y) : 2? + < 2}. 
由 Wit+f2+f2= Vli+47z?+4y? 有 


2 Vi 
// as= /|/ ViTa rdrdy= 人 of V1+4r2rdr 
S D 0 0 


1 alVi 13 
二 2X: -一 2)3 二 一 
和 五 (+ 全 0 EW 


// zds= // (2— 272 —y)VI+4r2 + 4y2drdy 
Ss D 
2r Va 
三/ aof r(2 一 72)VI 下 Hzdr = Tr 
0 0 


1 
130” 


所 以 zo = 


8$16.4 第 二 型 曲面 积分 


16.4.1 ”曲面 的 侧 


在 日 常生 活 中 , 我 们 常见 的 曲面 大 都 具有 不 同 的 两 侧 , 如 一 个 自 来 
水 管 具有 内 侧 与 外 侧 , 当 水 管 破裂 时 , 管内 的 水 将 从 内 侧 流向 外 侧 . 
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是 不 是 所 有 的 曲面 都 能 分 出 两 侧 呢 ? 著名 的 麦 比 乌 斯 (M5bius) 带 
就 是 一 个 单 侧 曲面 ， 该 曲面 的 构造 非常 简单 : 取 一 条 长 方形 纸 带 , 记 
为 4BCD, 将 纸 带 扭 转 后 , 让 4 与 C, B 与 D 重合 后 粘 起 来 , 使 纸 带 
构成 一 个 环 带 5, 该 环 带 则 称 为 麦 比 乌 斯 带 . 原 长 方形 的 边 4B 与 DC 
构成 该 环 带 5 的 边界 . 用 颜色 来 涂 该 环 带 , 可 以 不 越过 其 边界 , 而 将 它 
全 部 涂 遍 颜色 . 由 此 我 们 无 法 分 出 该 环 带 不 同 的 侧 ( 见 图 16.4.1). 


NS 


图 16.4.1 


如 何 用 精确 的 语言 来 描述 一 个 曲面 5 是 单 侧 还 是 双 侧 的 呢 ? 我 们 
有 以 下 定义 . 

定义 16.4.1 设 5 是 光滑 曲面 (S 可 以 是 封闭 的 , 则 此 时 无 边界 ， 
否则 它 具 有 边界 ). 对 5 内 部 的 任 一 点 Bo, 取 定 5 在 BR 处 的 一 个 法 
向 的 朝向 . 车 一 个 动 点 已 从 忆 出 发 , 不 越过 5 的 边界 , 沿 5 上 任何 
路 径 了 运动 回 到 忆 处, 5 在 PP 的 法 向 从 己 处 选 定 的 朝向 出 发 连续 
地 沿路 径 T 变化 回 到 P 处 时 , 总 是 保持 原先 在 Po 处 选 定 的 朝向 , 则 
称 3 为 双 侧 曲面 , 否则 称 5 为 单 侧 曲面 . 

由 定义 , 一 个 单 侧 曲面 5$ 上 必定 存在 点 Po € 5, 以 及 3 上 的 一 条 
经 过 Py 的 闭路 径 也 , 车 在 Po 处 选择 5 的 一 个 法 向 的 朝向 , 然后 让 P 
从 忆 出 发 沿 本 运动 , P 处 的 法 向 连续 地 变化 , 当 P 经 过 本 再 回 到 丽 
时 , 法 向 的 朝向 与 原来 确定 的 朝向 相反 . 

现 设 8 是 一 双 侧 曲面 , 从 定义 可 以 看 出 在 3 上 任 取 一 点 Po, 然后 
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取 定 5 在 及 处 一 个 法 向 的 朝向 , 则 该 曲面 一 侧 法 向 的 朝向 即 由 该 处 
法 向 的 朝向 所 取 定 . 这 个 事实 请 读者 自己 来 验证 . 利用 此 事实 , 我 们 可 
以 容易 地 描述 由 一 些 参数 方程 表示 的 双 侧 曲面 的 定 侧 问 题 . 
例如 , 若 方程 
z= 2(u,v), 
y=Yyu,v), (wv)ED 
z= z(u,v), 
定义 了 一 个 光滑 的 双 侧 曲面 5, 令 
_ 0(y,z) _ 0(z,7) _ O(z,Y) 
人 Du)” 2 O(u, 0) = OA(u,v)" 
则 n= 士 (4, B,C) 即 为 5 的 两 个 不 同 朝 向 的 法 向 量 . 记 ni = (4, B,C0)， 
nz = (4,-B,-C). 当 Be 5, 上 在 局 处 C >0 时 ,我 们 将 由 ni 
确定 的 一 侧 称 为 S 的 上 侧 , nz 确定 的 一 侧 称 为 的 5 下 侧 ， 类 似 地 ， 
当 4 关 0 时 ,我 们 可 以 说 S 有 前 侧 和 后 侧 , 而 当 B 头 0 时 , S 有 左 侧 和 
右 侧 . 
车 光滑 曲面 5 的 方程 为 
z= f(z,y), (zx,y) ED 也， 
则 5 上 点 (z,y,z) 处 的 法 向 量 为 n = 土 (-- 彤 ,一 ,1)， 因 此 , 若 n 
取 “+” 号 , 便 得 到 了 5 的 上 侧 ; 若 n 取 “-” 号 , 则 得 到 5 的 下 侧 . 
16.4.2 ”第 二 型 曲面 积分 的 定义 
第 二 型 曲面 积分 的 物理 背景 是 流量 的 计算 问题 . 设 区 域 D C R3 
内 有 某 一 流体 在 流动 (如 风 的 运动 , 海水 的 运动 等 ) 对 于 V(z, y, z) 
e 也, 其 速度 函数 为 
vz,Y,2) = (P(z,y, 2), Q(z,Y, 2), R(Z,y, 2)), 
简 记 为 v = (P,Q@, R). 车 不 考虑 流体 的 种 类 , 上 述 速度 函数 也 可 认为 
是 D 内 的 一 个 流速 场 . 进一步 假设 v 仅仅 依赖 于 D 内 点 的 位 置 , 而 
不 依赖 于 时 间 的 变化 , 这 样 的 流速 场 也 称 为 稳定 流速 场 . 


(16.4.1) 
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设 5 是 D 内 的 一 个 光滑 双 侧 曲面 . 我 们 的 问题 是 : 如 何 来 求 单 
位 时 间 内 流体 流 过 5 的 质量 ? 为 了 使 问题 简单 化 , 我 们 可 设 该 流体 的 
密度 为 1. 因此 , 我 们 只 要 计算 该 流体 通过 5 的 流量 即 可 . 
若 5S 是 平面 的 一 部 分 , 其 面积 仍 由 8 表示 , 而 v 是 常 向 量 函数 ， 
即 P= CQ = Cz,R= Cs 均 为 常数 函数 , 记 3 的 单位 法 向 量 为 n， 
则 不 难看 出 单位 时 间 内 该 流体 流 过 5 的 流量 
W=(v:n) 5s, 


即 流量 W 为 5 的 面积 与 v 在 n 上 的 投影 的 乘积 . 有 了 上 述 的 计算 公 
式 , 利用 积分 思想 就 不 难 推导 出 在 一 般 情形 下 流量 的 计算 公式 了 . 

我 们 下 面 仍 用 微 元 法 来 求解 此 问题 . 在 5S 上 任 取 一 小 块 AS, 其 面 
积 仍然 用 AS 记 之 . 任 取 (&,n,C) se AS, 设 AS 在 (&,n,C) 处 的 单位 法 
向 量 为 n(é,m,C), 则 可 以 认为 AS 近似 地 是 法 向 量 为 n(&,n,C), 面积 
为 AS 的 一 小 块 平面 . 再 假设 v 在 AS 上 也 近似 为 v(&,n,C), 则 由 上 
面 的 分 析 , 我 们 便 得 到 了 流量 微 元 


dW =v(z,yz) .mm(z,yz)d5. 


因此 , 整个 流量 便 是 
W= fh-nas 运 Jana+recse+Reosnas 


其 中 cos acos B,cos7 分 别 是 mm 的 方向 余弦 . 由 于 上 述 积分 中 含有 曲 
面 法 向 量 的 方向 余弦 , 因此 它 不 是 第 一 型 曲面 积分 . 它 其实 是 下 面 我 
们 要 讨论 的 第 二 型 曲面 积分 . 

对 于 第 二 型 曲面 积分 所 涉及 的 曲面 5, 我 们 假定 它 是 分 片 光滑 的 
双 侧 曲面 , 这 类 曲面 由 有 限 块 光滑 曲面 组 成 , 任何 两 块 曲面 均 在 边界 
相交 , 并 且 不 存在 三 块 曲面 具有 相同 一 段 弧 作为 边界 . 如 图 16.4.2 中 
的 曲面 我 们 将 不 予 考虑 . 

现在 我 们 给 出 分 片 光滑 双 侧 曲面 上 的 第 二 型 曲面 积分 的 定义 ， 
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图 16.4.2 


定义 16.4.2 ” 设 5ScR3 是 分 片 光滑 双 侧 曲面 , 若 它 有 边界 , 则 其 
边界 由 有 限 条 分 段 光滑 曲线 组 成 . 给 定 5 的 一 侧 ,S 上 每 点 处 的 单位 
法 向 量 记 为 n = (cos a; cos 8,cos?7), 向 量 函数 f(x,y,z) = (P(z,y, 2)， 
Q(z,y,z), R(z,y,z)) 在 3S 上 有 定义 . 对 5 作 任意 分 割 T = {AS1, 
A52,… ,ASk}, 其 中 ASk 是 以 光滑 曲线 为 边界 的 小 光滑 曲面 , 并 且 
仍 用 ASk (k = 1,2,.… ,天 ) 来 记 其 面积 . 记 AT) = ee diam (ASx). 


在 ASk 上 任 取 一 点 (&k,nk,Cx) (k = 1,2,… ,KK)， 若 存在 不 依赖 于 分 
割 了 以 及 (&k,nk,Ck) (k= 二 1,2,… ,KK) 的 选取 的 常数 7, 使 得 


K 
lim > (P(gx, me, Gx) cosa + Q(ék, Tk, Ck) cosB 


MT) 一 0 大 
+R(Ek, Mk, Ck) cos7)AS = (16.4.2) 
则 称 工 是 f(z,y,z) = (PQ, RR) 在 S 上 的 第 二 型 曲面 积分 , 记 为 
和 J Pl(z,y,z)dydz + Q(T,y, 2)dzdz + R(7,y, z)drdy, 
Ss 


其 中 f(z,y,z) = (P,Q@, RR) 称 为 被 积 函数 , S 称 为 积分 曲面 . 
注 1 我 们 来 解释 一 下 第 二 型 曲面 积分 记号 的 合理 性 . 由 定义 , 一 
个 第 二 型 曲面 积分 是 式 (16.4.2) 定义 的 极限 . 当 小 曲面 ASx 的 直径 很 
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小 时 , ASk 近似 于 (&4, mx,6k) 处 一 小 块 切 平面 , 因此 它 的 面积 与 cosa 
的 乘积 近似 为 该 小 块 切 平面 在 Oyz 平面 上 的 投影 Aok。 的 有 向 面积 ， 
即 当 cos a > 0 时 , 取 其 投影 的 面积 为 正 , 否则 为 负 . 因此 , 若 仍 由 Acok。 
记 其 有 向 面积 , 则 


K K 
; 2 Ey k 
2 P(Ek, Tk, Ck) cos QA Sk ee 过 P(Eék, nk, Ge)Ac 


上 式 右边 可 以 自然 地 记 成 /Paydz, 同 理 我 们 可 解释 记号 / / gdzdz 
5 s 
和 / Rdzdy 的 合理 性 . 

Ss 


对 于 第 二 型 曲面 积分 , 读者 不 难看 出 它们 仍然 具有 关于 被 积 函 数 
的 线性 性 以 及 积分 曲面 的 相 加 性 . 值得 注意 的 是 , 当 曲 面相 加 时 要 指 
定 曲面 的 侧 . 特别 需要 指出 的 是 : 双 侧 曲面 上 同一 个 向 量 函 数 在 两 个 
侧 上 的 第 二 型 曲面 积分 的 绝对 值 相等 , 但 相差 一 个 负 号 . 

16.4.3 ”第 二 型 曲面 积分 的 存在 性 与 计算 公式 


设 光滑 曲面 S 由 参数 方程 


z= 27(u,v), 
y=yu,v), (uv) ED (16.4.3) 


z= z(u,v), 


给 出 , 则 5 上 每 一 点 处 的 方向 余弦 为 


L - 2 cos 有 = 土 芝 

cos a = 土 一 -一 一， sp = 圭一 一 = 二， 

VBR ~ VT 
c 


TT 
其 中 4, B,C 由 式 (16.4.1) 定义 . 舍得 折 出 的 及、 它们 都 是 (w,v) e D 
的 连续 函数 . 


216 ”第 十 六 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


定理 16.4.1 ” 设 5 为 光滑 双 侧 曲面 , 其 参数 方程 由 (16.4.3) 给 
出 . 选 定 5 的 一 侧 , 记 其 单位 法 向 量 为 


PA ( A B C ) 
VBE VBR1B+G' VE) 

再 设 向 量 函数 f(z,y,z) = (P(z,y,z),@(z,y,z), R(z,y,z)) 在 5 上 连 

续 , 则 f(z,y,z) 在 5S 上 的 第 二 型 曲面 积分 存在 , 并 且 


// Pdydz + Qdzdzr + Rdzrdy = // (PA+QB+ RC)dudv. 
s D 
证 明 ”由 5 的 光滑 性 及 式 (16.4.1) 知 n 在 S 上 是 连续 向 量 函 数 . 由 


// Pdydz + Qdzdz + Rdzdy = // (Peosa+Q@cosB+ Reos7y)ds, 
3 s 
(16.4.4) 
并 注意 到 上 式 的 右边 是 连续 函数 Pcosa 十 QcosB 十 Rcos” 在 光滑 曲 
面 上 的 第 一 型 曲面 积分 , 因此 左边 的 第 二 型 曲面 积分 存在 .定理 的 可 
积 性 部 分 得 证 . 
由 公式 (16.3.4) 得 


// (Peosa+QcosB+ Reosy)ds = // (PA+QB+ RC)dudv. 
Ss 万 
证 毕 . 

特别 地 , 若 光 滑 曲 面 5 的 方程 为 

z= f(z,y), (z,y)€D, 

并 取 定 其 上 侧 , 其 中 D c R? 是 由 分 段 光滑 曲线 所 围 成 的 有 界 闭 区 域 . 
由 于 5 上 的 单位 法 向 量 平行 于 (一 所 (x,y), 一 及 (x,9),1), 容易 推出 

// P(x,y,z)dydz + Q(T,Yy, z)dzdr + R(z,y,z)drdy 

3 


= {fp fe fs,) Qsy, fe) foley) 
+ R(z,y, f(x,y))]drdy. 
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当 5 取 下 侧 时 , 上 式 右 端 的 二 重 积分 前 面 必 须 加 负 号 . 

当 光 滑 曲 面 由 z= g(y,2)((y,z) Ee DC R?) 或 y=h(z,z)((z,7) € 
Dc R?) 给 出 , 其 中 D 是 由 分 段 光 滑 曲 线 的 围 成 有 界 闭 区 域 , 请 读者 
自己 给 出 / 人 Pdydz + Qdzdz + Rdzdy 的 计算 公式 . 此 时 读者 要 注意 
曲面 侧 的 选取 与 计算 公式 前 面 的 正 负 号 应 保持 一 致 

下 面 我 们 来 举例 说 明 第 二 型 曲面 积分 的 计算 . 

例 16.4.1 ” 设 5 为 单位 球面 z2 十 刀 十 2 = 1 的 外 侧 , 试 计算 下 
列 第 二 型 曲面 积分 : 


(= 内 zdydz + ydzdz + zdzdy; 
S 
(2) = // z2dydz + y2dzdz + z2dzdy. 
JJ/s 
解 (1) 由 对 称 性 有 


五 三 内 zdydz + ydzdz 十 zdzdy = 3 从 zdzdy. 
记 DD={(z,y) : 2? 十 1), 并 记 上 半球 面 为 51( 取 其 上 侧 )， 下 
面 为 52( 取 其 下 侧 ), 则 


n=3// zy=3 /f zdzay+3 /[ zdzdy 
§ Si S52 


=3// Vi wddy -3 // (~-V1— 72— wy)drdy 
D D 
2r 
=6 // VT -ardy =6 / aof Vl-—r2rdr 
D 0 0 


-eic-a -> 


让 


球 


(2) 同 理 , [2 = 3 / 1/ z2dzdy. 注意 到 被 积 函数 在 上 、 下 半球 面 对 
Ss 
称 点 的 值 相等 , 但 此 时 上 、 下 球面 的 侧 取向 相反 , 因此 有 五 = 0. 
读者 应 注意 到 对 于 关于 原点 对 称 的 封闭 曲面 上 的 第 二 型 曲面 积分 ， 
在 (1) 中 的 奇 函数 积分 不 为 零 , 而 (2) 中 侦 函数 积分 反而 为 零 . 
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例 16.4.2 ”计算 第 二 型 曲面 积分 
是 二 // zdydz + ydzd7 + zdzdy, 
3 


其 中 5 为 由 三 个 坐标 平面 及 平面 x+y 十 z= 1 所 围 四 面体 的 外 侧 . 

解法 1 记 5 落 在 Ozy,Oyz,Ozz 平面 上 的 部 分 分 别 记 为 5,, 5 
及 5,, 落 在 平面 z 十 y 十 z = 1 的 部 分 记 为 51( 见 图 16.4.3). 在 5。 上 ， 
z= 0,dydz= dzdz = 0, 从 而 


f/f zdydz 十 ydzdz 十 zdzdy = 0. 
a 


图 16.4.3 


同 理 , 在 5, 与 S$。 上 的 积分 都 为 零 . 因此 


1= dyd dzd: dzdy. 
/hs ydz 十 ydzdz 十 zdzdy 
记 力 = {(z,):z>0,y>0,z+y<1}, 则 由 对 称 性 有 
1-z 1 
r=3/f .0-2-warar=s/ dz 人 (1-z-Ydy= 3: 
解法 2 与 解法 1 同 理 得 到 


I= 内 Zdydz 十 ydzdz + zdzdy. 
S1 
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由 于 在 9; 上 点 (z,y,z) 处 的 方向 余弦 (cos a, cos B, cos7y) 即 为 51 
的 单位 法 向 量 , 且 


cosaw 一 cos 有 = cos7 三 本 


引 - 


而 $i 是 一 个 三 角形 , 其 面积 为 “因此 
= T+tytzo_ 1 
= 从 V3 te Ka 2 


816.5 各 类 积分 之 间 的 联系 
设 f(z) e Cllo, 中 . 众所周知 , 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 


b 
f 18 =10 -70 


是 一 元 微 积 分 中 最 重要 的 公式 . 换 种 观点 来 看 该 公式 , 如 果 我 们 定义 
一 个 函数 f(z) 在 a,b(a < 6b) 两 点 上 的 积分 为 f(b) - f(a), 则 上 述 公式 
建立 了 区 间 [a,] 上 f'(z) 的 积分 与 f(z) 在 端点 处 的 积分 的 联系 . 
此 , 一 个 自然 的 问题 是 : 是 否 平面 或 空间 中 一 个 几何 体 的 边界 与 内 部 
上 的 某 些 积分 总 存在 联系 ? 本 节 中 我 们 将 讨论 这 个 问题 . 


16.5.1 ”格林 公式 


格林 (Green) 公式 给 出 的 是 平面 区 域 上 函数 的 二 重 积 分 与 其 相 
关 的 函数 在 边界 上 的 第 二 型 曲线 积分 之 间 的 联系 . 在 这 里 , 我 们 只 讨 
论 R? 中 的 有 界 闭 区 域 D, 其 边界 是 有 限 条 约 当 曲线 , 且 每 条 约 当 曲线 
都 是 分 段 光 滑 的 . 因此 DD 一 定 具 有 如 图 16.5.1 的 形状 . 

对 于 平面 R? 内 一 条 约 当 曲线 也 以 T 为 边界 的 区 域 有 两 个 : 一 
个 是 有 界 区 域 , 该 区 域 也 称 为 了 的 内 部 ; 而 另 一 个 是 无 界 区 域 , 该 区 域 
也 称 为 的 外 部 . 如 在 图 16.5.1 中 , D 位 于 IT 的 内 部 , 而 在 及 (k= 
1,2,.… ,KK) 的 外 部 . 一 个 区 域 D 称 为 单 连 通 区 域 , 如 果 位 于 DD 内 的 任 
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一 条 约 当 曲线 的 内 部 总 包含 在 D 内 ; 否则 称 D 是 多 连通 区 域 . 在 我 们 
假定 的 情形 下 , 若 D 是 一 条 约 当 曲线 的 内 部 , 则 它 是 单 连通 的 ; 车 DD 
由 K(K > 1) 条 约 当 曲线 围 成 , 则 D 是 多 连通 的 , 此 时 也 称 D 是 
连通 的 . 


图 16.5.1 


一 条 约 当 曲线 具有 两 个 互 为 相反 的 方向 . 现 设 D 是 由 有 限 条 约 当 
曲线 所 围 成 的 区 域 . 我 们 在 第 二 册 曾 给 出 9D 的 定向 , 即 车 一 个 人 沿 
着 D 的 边界 曲线 上 的 一 个 方向 前 进 时 , 曲线 所 围 的 区 域 总 在 他 的 左 
边 , 则 称 该 方向 为 9D 的 正 向 . 如 图 16.5.1 所 示 , 相对 D 来 说 , To 的 
正 向 是 逆 时 针 方 向 , 而 六 (k = 1,2,… , K) 的 正 向 是 顺 时 针 方 向 . 

有 了 上 述 准备 , 我 们 可 以 证 明 下 述 定理 . 

定理 16.5.1( 格 林 公 式 ) ” 设 DC R? 是 有 界 闭 区 域 , 其 边界 由 有 
限 条 分 段 光滑 的 约 当 曲线 组 成 . 若 函 数 P(z,y), Q(z,y) 在 D 上 具有 连 
续 偏 导数 , 则 有 


J Pdz + Qdy = 几 ( 鸳 - 芝 ) dzdy， 
其 中 8D 的 方向 为 正 向 . 
证 明 ”我 们 先 证 D 是 单 连通 区 域 的 情形 . 证 明 分 以 下 几 步 进行 : 
(1) 设 D 是 Y 型 区 域 , 即 
D={(z,y): p(y) < zr < yy),c < y <d), 
如 图 16.5.2 所 示 . 下 面 我 们 证 明 
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Q(z,y)dy = /里 By 


5 
图 16.5.2 
我 们 有 
d Vy) 
[/ Roary= fay A Saar 人 eg 本 -eegnldy 


[ ,Qu Wdy = 大 oeoay+ Ek Ql way + | Ql Way 
+ [~ Ql way 
EA 


[aw = [ovay =0 
AB cE 


d 
/Qay = { Atv a, 
BC c 


C d 
请 ee =/ Q(¥(Y), ydy = -/ Q(p(Y), Ydy, 


因此 有 
/ Q(z,y)dy = // Paray. 
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(2) 若 DD 是 X 型 区 域 , 与 (1) 同 理 可 证 


op 
Plw, dz=- /Baray 
人 D 0y 


(3) 车 DD 既是 X 型 又 是 Y 型 区 域 , 则 成 立 


fmtow-//( 蜂 -名 ems 


车 区 域 D 加 上 有 限 条 光滑 曲线 后 , 可 分 成 有 限 个 既是 X 型 又 是 Y 
型 区 域 , 则 可 在 每 个 小 区 域 上 应 用 上 述 结果 . 将 每 个 小 区 域 边界 上 的 曲 
线 积分 与 区 域 上 的 重 积分 分 别 相 加 , 由 于 添加 的 曲线 必然 是 两 个 小 区 
域 的 公共 边界 , 因此 在 曲线 积分 求 和 中 出 现 两 次 , 但 因 方向 相反 而 相互 
抵消 , 所 以 总 有 


/Par+ Qay / (器 -3 $0 ) azdy 


对 一 般 的 单 连通 区 域 , 可 以 用 分 成 有 限 个 既是 X 型 又 是 Y 型 区 
域 的 区 域 逼近 方法 证 之 , 但 这 方面 内 容 在 数学 分 析 课程 中 难以 介绍 ， 
此 我 们 略 去 该 证 明 . 

当 DD 是 K(K > 1) 连通 时 , 我 们 同样 可 以 在 区 域 D 内 添加 若干 
条 光滑 曲线 , 将 D 分 成 有 限 个 单 连通 区 域 ( 见 图 16.5.3). 在 每 个 小 单 
连通 区 域 上 由 上 所 证 成 立 格林 公式 , 然后 将 每 个 小 区 域 边界 上 的 曲线 
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积分 与 区 域 上 的 重 积分 分 别 相 加 , 注意 到 所 添加 的 光滑 曲线 仍然 是 两 
个 小 区 域 的 公共 边界 , 因此 和 式 中 在 所 添加 曲线 上 的 曲线 积分 将 相互 
抵消 , 所 以 格林 公式 对 K 连通 区 域 仍然 成 立 . 证 毕 . 

在 上 述 格林 公式 中 , 我 们 假定 了 函数 P 和 9 在 D 上 具有 连续 偏 
导数 , 这 就 要 求 已 @ 在 包含 D 的 某 个 开 集 内 具有 连续 偏 导数 . 另外 ， 
对 于 有 限 条 封闭 曲线 所 围 的 区 域 D, 为 了 强调 曲线 的 封闭 性 , 今后 
我 们 常常 用 Pdz + Qay 来 表示 沿 9D 关于 D 的 正 向 的 积分 


对 于 格林 公式 , 我 们 还 可 以 有 以 下 形式 . 设 光滑 曲线 全 由 
z= 2(), 
tel[a, 
" (t € lo6) 
给 出 ,上 的 增加 方向 恰好 是 三 的 正 向 . 记 该 曲线 在 (z,y) 处 的 单位 切 向 
- 量 为 w 则 有 
, z(t) 3 7 
d= (dt = VT ZT2(t) + y2(t)dt 
=cos(v, £)ds, 
其 中 cos(u,z) 为 切 向 量 w 与 x 轴 正 向 的 夹 角 的 余弦 . 同 理 , 有 
dy = Y(t)dt = cos(v,y)ds, 

其 中 cos(w,y) 为 切 向 量 w 与 y 轴 正 向 的 夹 角 的 余弦 . 设 函 数 P(x,y)， 
Q(z,y) 在 上 连续 , 则 

/ Pdz + Qdy = / [Peos(v, 7) + Q cos(v,y)]ds. 

r r 


现 取 醋 在 (z,y) 处 的 单位 法 向 量 为 n, 使 得 n 与 v 成 右手 系 . 这 样 , 在 
封闭 曲线 了 围 成 区 域 D 时 , 车 取 的 正 向 , 则 选取 的 法 向 量 指向 DD 
的 外 部 ( 见 图 16.5.4), 从 而 有 


cos(m,z) = cos(v,Y), 
cos(n,y) = — cos(v, £2), 
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图 16.5.4 
其 中 cos(m,z) 与 cos(n,y) 分 别 为 法 向 m 与 z 轴 , y 轴 正 向 的 夹 角 的 
余弦 . 因此 


/ [Peos(n, z) + Qcos(n,y)]jds = 人 [~Q cos(u,z) + Peos(v, y)]ds. 
r 


= | (-Q)dz+ Pdy= | ( 竹 + 名 dzdy. 
EF 


另外 , 在 定 积分 的 应 用 中 , 我 们 曾 用 


J = /vas=3 /ey -ve 
r r 2Jr 


来 表示 封闭 曲线 P 所 围 区 域 D 的 面积 . 现在 利用 格林 公式 可 以 清楚 
看 到 上 述 三 个 积分 都 等 于 / 1/ dzdy, 即 DD 的 面积 . 
D 


例 16.5.1 设 T= ABc RR? 是 从 点 4(0,0) 到 点 B(0,1) 的 任 一 
条 光滑 曲线 , 试 计算 第 二 型 曲线 积分 人 2zydz + (22 = )dy: 
解 ” 由 于 是 任 一 条 光滑 曲线 , 因此 直接 计算 将 无 法 求 出 积分 
值 . 注意 到 车 令 
P(z,Y) =27y, Q(zY) = 


则 有 
98 _， _ 5P 


到 Oy 
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因此 对 于 V(z,y) e R?, 有 蝇 - 融 =0 


为 了 应 用 格林 公式 , 设 实 轴 上 从 点 (0,0) 到 点 (0,1) 的 线段 为 T. 
我 们 再 取 一 条 光滑 曲线 五 , 使 得 和 IT 都 以 点 (0,0),(0,1) 为 端点 ， 
并 且 TUIT 和 帮 UT 均 为 约 当 区 域 ( 见 图 16.5.5). 设 TUIT 所 围 
的 有 界 闭 区 域 为 Di, 而 TU 六 所 围 的 有 界 闭 区 域 为 Dz, 由 格林 公 
式 有 


Sy 


16.5.5 


人 Pdz +Qdy= 人 Pdz +Qdy+ J Pdzr + Q@dy 
=- 人 Pdz + Qav+ /f 0dzdqy 


学 Ea 十 Qdy 十 人 Pdz +Qdy 


TUrF 


= rae. 0dzdy 
=- 0dz = 0. 
0 


例 16.5.2 ”计算 第 二 型 曲线 积分 £ zdy 一 yds 其 中 PCR2 为 


72 十 9 2 
任 一 条 光滑 约 当 曲线 , 且 (0,0) & 工 . 
解 记 P(z,y)= 宝 0(5Y) = 


则 对 任意 的 (z,y) 了 


pp 
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(0,0), 有 
6Q -rz _ OP 
Or (22+y) Ov 

因此 , 设 所 围 成 的 区 域 为 D, 则 当 (0,0) 4 D 时 , 由 格林 公式 有 
dy — yd 

$ 蛙 T= 内 odzdy = 0. 
当 (0,0) e D 时 , 格林 公式 条 件 不 满足 . 对 于 R > 0, 设 
Tr={(2,9) :z+ = R}. 


取 尺 充分 大 , 使 得 工 落 在 Fe 的 内 部 . 如 图 16.5.6, 则 了 与 Tk 围 成 
一 个 二 连通 区 域 Dr, 在 此 区 域 上 应 用 格林 公式 , 有 


/le 


= 人 Pdz+Qdy +/ Pdzr + Qdy. 
NE 


Te 


y 


CR 


图 16.5.6 


Ta 


Sy 


因此 , 我 们 有 


zdy 一 ydz 1 
P 竺 OQ dy 一 yd: 
人 dz + Qdy k 7 Ty 至 J y — ydz 


2 
-站 /= 
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16.5.2 ”高 斯 公式 


在 本 小 节 中 , 设 D c R3 是 有 界 闭 区 域 , 9D 由 有 限 块 光 滑 双 侧 曲 
面 所 组 成 . 选 定 8D 的 侧 为 D 的 外 侧 , 即 D 的 外 法 向 量 确定 的 侧 (此 
时 也 称 外 侧 为 9D 的 正 向 ). 高 斯 (Gauss) 公式 将 给 出 函数 在 D 上 的 
三 重 积分 与 相关 函数 在 9D 上 的 曲面 积分 的 关系 . 

定理 16.5.2( 高 斯 公式 ) ” 设 D C R3 是 有 界 闭 区 域 , 9D 是 D 
的 外 侧 , 函数 P(z,y,z), Q(z,y,z), R(z,y,z) 在 D 上 具有 连续 偏 导 数 ， 
则 有 


几 Pdydz + Qdzdz + Rdzdy = J ( 锋 + 多 +20 十 史 ) dzdydz. 


证 明 RE 基本 思想 
是 : 先 设 D 是 一 些 特殊 的 区 域 , 然后 再 用 区 域 逼近 来 证 明 一 般 区 域 上 
的 高 斯 公式 . 同样 , 区 域 逼近 这 一 步 在 这 里 也 不 作 介绍 . 

(1) 设 D 是 如 下 的 闭 区 域 : 


D={(2,y,2):(y,2)€ f, p(y,z) < z < vy,z)} 


(通常 也 称 为 X 型 区 域 ), 其 中 2 c R? 是 由 有 限 多 条 光滑 闭 曲 线 所 围 
的 有 界 闭 区 域 , p(y,z) 与 %(y,z) 是 2 上 的 连续 函数 . 我 们 来 证 明 


// Pl(z,y,z)dydz = I/f 人 
BD D or 


其 证 明 方法 是 将 上 式 两 边 的 积分 都 化 为 2 上 的 二 重 积分 . 

记 

S51 = {(z,y,z) :7 = wv»(y,z),，(y,z) € 1}, 取 前 侧 ; 

52 = {(2,Yy,2) :2 = p(y, 2), > < 1}, 取 后 侧 ; 

S53 = {(Z,y,2): p(y,2) < T < Yly, 2), (y,2) € 1}, 取 53 的 侧 为 S 
的 外 侧 在 53 的 限制 


/ 人 Fewaandz= / Pet 3) zayde 
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人 P(z,y,z)dydz = — //, Ba a 
内 P(z,y, z)dydz = 0， 


因此 
fh Pays = {f (Pw ,ya) = Pol ,ys)avas 
aD a 
而 


(yz) 
I// OP qrqydz = // avaz / oP js, 
D Oz 2 eta OT 


= /flPwe yD) Pl ay Aayas, 


J Pew savae= {ff Seavavas. 
apD p Or 


(2) 车 DD={(z,y,z):(z,y) € 2,p(z,y) <z< wz,Y)} ( 称 之 为 2Z 
型 区 域 , 其 中 8, yp,y 所 满足 的 条 件 与 (1) 中 的 相同 ), 则 我 们 可 以 证 明 


/ / R(z,y,z)dzrdy = / 1/ 1/ SR dds 
8D D Oz 


(3) 当 DD= {(z,y,z): (z,7) € 1, yp(z,2) < y < yy(z,7)}( 了 t 称 为 Y 
型 区 域 , 其 中 ,yp,y 所 满足 的 条 件 与 (1) 中 的 相同 ) 时 , 我 们 可 以 证 明 


几 Q(z,yz)dzdz = 只 2 azdydz 


(4) 显然 , 当 D 刚好 同时 是 这 三 种 区 域 时 , 定理 结论 成 立 . 对 于 一 
般 的 中 间 无 “ 洞 ” 的 有 界 闭 区 域 D, 当 区 域 D 可 以 用 有 限 块 光滑 曲面 
将 其 分 成 一 些小 闭 区 域 , 且 使 得 每 个 小 闭 区 域 同时 是 X 型 , Y 型 与 Z 
型 区 域 时 (如 四 面体 区 域 ), 高 斯 公式 在 每 个 小 区 域 上 成 立 . 再 将 每 个 
小 区 域 上 相应 积分 相 加 , 注意 到 所 添加 曲面 必 是 两 个 小 区 域 的 公共 边 


所 以 
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界 , 因此 在 第 二 型 曲面 积分 中 出 现 两 次 , 但 因 它们 的 侧 刚 好 相反 , 从 而 
相互 抵消 , 所 以 对 这 类 区 域 , 高 斯 公式 依然 成 立 . 若 D 不 能 分 成 有 限 
块 同时 是 上 述 的 X 型 , Y 型 和 2 型 区 域 , 我 们 不 加 证 明 地 指出 , 利用 
分 成 同时 是 上 述 三 种 区 域 的 区 域 逼近 方法 , 可 以 证 明 对 于 D 仍 成 立 高 
斯 公式 . 

(5) 车 D 是 中 间 有 “ 洞 ” 的 情形 . 此 时 , 我 们 亦 可 添加 若干 块 分 片 
光滑 的 曲面 , 将 D 分 成 有 限 个 中 间 无 “ 洞 ” 的 小 区 域 . 由 上 所 证 , 高 斯 
公式 在 这 些小 区 域 上 成 立 . 注意 到 所 添加 曲面 必 是 两 个 小 区 域 的 公共 
边界 , 因此 对 这 类 相当 广泛 的 区 域 , 高 斯 公式 依然 成 立 . 证 毕 . 

注 ”对 于 区 域 有 “ 洞 ”的 情形 , 区 域 D 内 的 “ 洞 Di 的 边界 曲面 
的 侧 相对 于 区 域 D 来 说 , 应 该 是 9Di 的 内 侧 ( 见 图 16.5.7). 


图 16.5.7 


例 16.5.3 计算 第 二 型 曲面 积分 


人 // (sinyz+z)dydz+ (e®* +Yy)dzdz + (zy 十 2z)dzdy， 
s 
其 中 8 是 单位 球面 上 半 部 分 的 上 侧 , 即 
5S= {7,Yy,2): 7 + +2 =1,2>0}. 


解 ”直接 计算 似乎 比较 复杂 , 因此 利用 高 斯 公式 来 计算 . 由 于 5 
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不 封闭 , 若 我 们 取 Oxy 平面 上 的 单位 圆 盘 51 = {(z,y) :z+ < 二 )， 
并 取 Si 的 下 侧 , 则 SU Si 构成 了 上 半 单 位 球体 D 的 边界 , 且 取 外 侧 . 
由 高 斯 公式 得 


// (sinyz 十 z)dydz + (ez +y)dzdz + (zy 十 z)dzdy 
SUS! 


=3//| saravas -3 了 所 = 


而 在 5; 上 dydz = 0,dzdz = 0, 又 


// (zy 十 z)dzdy = 一 /I zydzdy = 0, 
S1 Zz2+y2<1 


所 以 了 = 27. 
例 16.5.4 设 S C Ra 为 封闭 光滑 曲面 , 取 外 侧 , 以 它 为 边界 的 
有 界 闭 区 域 是 D. 已 知 点 (4,m, 9) & Rs 不 在 5 上. 计算 高 斯 积分 


1= /[ as, 
s 六 


其 中 7=(z 一 &,y 一 7,z 一 QO),7=|rl, n 是 5 的 单位 外 法 向 量 . 
解 ” 由 于 


cos(7,n) = -一 & cos(n, 7)+ 了 cos(m， y) 于 汉 = cos(n, 2), 
因此 
= f/f 所 二 dydz 二 了 dzdz + 2 drdy. 
因为 
9 /rz-é\_1 3(z — é€)2 
2 (5 
0 /y-n\_1 3- 
6y\ rm ) 3 75 


73 7 
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0 /zr-é 9 /y-7 9 /z-C\ 
骂人 T3 )+ 吕 ( 73 ) + 喜人 73 ) = 
因此 , 当 (&,nm,C) 4 D 时 , 由 高 斯 公式 得 工 = 0. 
当 (&,m,《) e D 时 , 我 们 可 取 s 充分 小 , 使 得 球面 


Se ={(7,y,2): (2—é€) +(y -n+(z— 0 =e) 
完全 落 在 D 的 内 部 . 取 5S。 的 内 侧 5z, 设 闭 区 域 De 以 SU 5> 为 边 


界 , 则 
1 Das /人 0dzdydz =0. 


注意 到 在 5。 上, > 与 n 平行 , 所 以 


[/ Eas= -hh Das 人 Smas 


1 
=/ 四 -入 4re? = dr. 
Se 


16.5.3 ”斯 托 克 斯 公式 


斯 托 克 斯 (Stokes) 公式 是 格林 公式 的 直接 推广 , 它 揭示 了 函数 在 
空间 曲面 5 上 的 第 二 型 曲面 积分 与 相关 函数 在 65 上 的 第 二 型 曲线 
积分 之 间 的 关系 . 为 此 我 们 先 讨 论 一 下 空间 曲面 与 其 边界 的 定向 问题 . 
设 5 是 空间 分 片 光滑 的 双 侧 曲面 , 其 边界 由 有 限 条 分 段 光滑 的 空间 闭 
曲线 组 成 . 给 定 5 的 一 侧 , 设 其 由 法 向 量 n 所 确定 . 若 一 个 人 站 立 与 
该 法 向 量 保持 一 致 并 且 沿 85 前进 时 5 在 其 左边 , 则 称 他 的 前 进 方向 
为 95 关于 该 曲面 确定 的 侧 的 正 向 . 

如 图 16.5.8, To 的 逆 时 针 方 向 及 及 (k = 1,2,.… ,天 ) 的 顺 时 针 方 
向 构成 了 5 关于 n 确定 的 侧 的 正 向 . 显然 , 这 样 的 定向 与 平面 区 域 的 
边界 定向 是 保持 一 致 的 . 

定理 16.5.3( 斯 托 克 斯 公式 ) ” 设 SC R3 是 光滑 双 侧 曲面 , 95 由 

有 限 多 条 分 段 光滑 曲线 组 成 , 给 定 5S 的 一 侧 并 取 85 关于 该 侧 为 正 向 
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的 方向 , 再 设 函 数 P(z,y,z), Q(z,y,z), R(z,y,z) 在 包含 S 的 某 个 区 
域内 具有 连续 偏 导数 , 则 


图 16.5.8 


有 Pdz +Qdy + Rdz 


-从 ( 狗 - 名 ) dydz 十 ( 先 - Es dzdz 十 (名 一 2) dzrdy. 

证 明 车 6S 由 有 限 条 闭 曲线 所 组 成 , 我 们 可 以 在 S$ 上 添加 若干 
条 曲线 将 5 分 成 有 限 块 小 曲面 , 而 每 块 小 曲面 的 边界 只 有 一 条 闭 曲线 . 
如 同 格林 公式 的 证 明 , 若 在 小 曲面 上 斯 托 克 斯 公式 成 立 , 则 5 上 也 成 
立 . 因此 不 妨 设 5 的 边界 是 一 条 分 段 光滑 的 闭 曲 线 . 另外 , 我 们 也 只 对 
几 种 简单 的 曲面 进行 证 明 , 对 于 一 般 的 曲面 , 可 以 由 简单 曲面 逼近 来 证 
明 , 但 这 个 过 程 非常 复杂 , 在 此 就 不 作 介绍 了 . 

具体 地 说 , 我 们 先 设 5 由 方程 


= f(z,y), (z,y)eED (16.5.1) 


给 出 , 其 中 D c R? 是 由 一 条 分 段 光 滑 的 约 当 曲线 所 围 成 的 区 域 , 9D 
的 定向 由 5 在 D 的 投影 所 确定 . 
一 方面 , 由 第 二 型 曲线 积分 的 计算 公式 以 及 格林 公式 得 


人 Pewaaz= 人 Plz,y, f(z, 9))dr 
as 


/A 
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另 一 方面 , 有 


WR 
/AC 


人 Pdz 一 // Edzdz 一 dedy. 
同样 的 计算 可 以 得 出 
/. ow=// (3 吕 )aodz+3 azay. 


同 理 , 对 于 曲面 S 由 方程 z = g(y,z) ((y,z) & D) 给 出 的 情形 , 其 
中 5 与 DD 的 光滑 性 假设 如 (16.5.1), 则 有 


f[, Qdy + Rdz = 内 ( 狂 - 名 ) dydz 十 Saray 二 PE avdz; 


而 对 于 曲面 $ 由 方程 y = hz,z) ((z,z) e D) 给 出 的 情形 , 则 有 
8P oR oR 8P 
人 Paz+ {Raz / 人/ (入 器 ) dzdz+ dydz dey 


因此 , 车 5 是 同时 能 表示 成 上 述 三 种 形式 的 曲面 或 用 光滑 曲线 可 
以 将 5 分 成 有 限 块 这 样 的 曲面 , 则 有 


几 Pdz + Qdy + Rdz 
oR 09 OP OR ooQ@ 56P 
= 人 (器 - 浊 )ama :+( 呈 -人 各)aaz+( 器 - 0 ) tray, 


在 斯 托 克 斯 公式 中 ， 曲面 积分 的 被 积 函数 似乎 不 太 容易 记忆 , 我 们 
可 以 用 下 述 方式 来 记 该 公式 : 


证 毕 
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cosa cosD cosy 


9 9 0 
{Paz+ Qay+ Raz= {[ 页 ds 
Pp Q R 


dydz dzdz dzdy 
四 0 6 
=/| ar HW pz 
P Q@ R 
其 中 (cos a, cos 6, cos7) 为 与 95 的 正 向 保持 一 致 的 法 向 量 的 方向 余弦 . 
另外 , 由 于 此 时 95 为 封闭 曲线 , 我 们 也 用 由 Pde + Qdy+ Rdz 来 
记 / Pdz + Qdy + Rdz. 
8s 
例 16.5.5 计算 第 二 型 曲线 积分 


了 二 攻 (yg — 2z2)dz + (z2 — x2)dy +(z2 — yy)dz, 
Th 


其 中 , 是 平面 z+y+z=h(-1<h<1) 与 球面 z22?+ 洲 +z2=1 的 
交 线 , 从 z 轴 看 去 取 逆 时 针 方向 . 

解 ” 设 平面 和 z+y+z==h(-1<h<1) 被 圆周 [所 围 的 部 分 
为 54, 则 Sn 是 半径 为 VI 一 R 的 圆 盘 . 取 Sn 的 法 向 量 向 上 上 ， 即 选取 


法 向 量 的 方向 余弦 为 (cos a cos B,cosy) = (元 二 发 历 )- 利用 斯 托 
克 斯 公式 , 有 
1 1 
FB R 
2 0 0 0 
= | 主 页 | 
-2 大 
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人 
二 一 一 二 T+Yy+2z)dS 
V3 a y+ 轨 
dr 


4 ee 0 
= -六 从 ms- "0 h2). 
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16.6.1 ”微分 形式 


我 们 前 面 学 过 了 许多 不 同 的 积分 , 对 一 个 多 元 函数 来 说 ,笼统 地 
说 它 的 积分 是 十 分 不 确切 的 事情 . 就 三 元 向 量 函数 而 言 , 给 了 一 个 三 元 
向 量 函 数 (P(x,y,z), Q(z,y,z), R(z,y,z)), 对 它 就 可 以 进行 曲线 积分 与 
曲面 积分 . 但 如 果 我 们 写 出 Pdz + Qdy + Rdz 或 Pdydz + Qdzdz 十 
Rdzdy, 就 可 以 清楚 知道 前 者 可 以 在 曲线 上 积分 , 而 后 者 可 以 在 曲面 上 
积分 . 而 Pduz + Qdy + Rdz 与 Pdydz + Qdzdz + Rdzdy 就 是 所 谓 的 
微分 形式 . 当然 , 微分 形式 的 意义 远 不 止 这 些 , 它 是 现代 数学 中 一 种 基 
本 的 工具 , 在 许多 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 .由 于 在 后 续 课 程 中 有 专门 
课程 来 介绍 它 , 在 这 里 我 们 只 作 一 些 简单 介绍 , 主要 目的 是 使 读者 能 对 
重 积分 换 元 公式 及 各 种 积分 之 间 的 联系 有 更 深刻 的 理解 . 

设 f(z) = f(z1,z2,… ,zn) 是 定义 在 R"(n > 2) 中 的 一 个 可 微 函 
数 , 则 它 的 微分 是 


df = FE a, 
i=1 
现在 抛 开 微分 的 几何 意义 , 纯粹 从 数学 的 观点 来 看 上 式 右边 的 表达 式 ， 
我 们 可 以 认为 》 弛 四 zs 是 Rn 中 点 z 处 的 一 个 关于 (dzi,dzz， 
i=l 2 


…' ,dzn) 的 线性 组 合 . 因此 , 我 们 可 以 将 (dz1, dz2,… ,dzn) 看 做 一 
组 基 . 对 给 定 R" 中 的 一 个 区 域 D, C1(D)(D 内 连续 可 微 函 数 的 全 体 ) 
在 这 组 基 上 的 线性 组 合 


236 ”第 十 六 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


和 atoac (ai(z) € C1(D), i= 1,2,... ,n) 
i=1 


称 为 D 内 的 一 个 一 次 微分 形式 或 1- 形 式 , 一般 用 w,7 等 来 记 之 . 所 
有 DD 内 的 1- 形式 的 全 体 记 为 44(D). 在 后 面 的 讨论 中 , 我 们 总 是 固定 
区 域 D, 因此 A1(D) 也 记 为 Ai. 

在 人 1 内 , 我 们 可 以 自然 地 定义 加 法 与 数 乘 如 下 : 


() 设 wj = ya (Zz)dzi € A! (7 = 1,2), 定义 


i=1 


wt wa = > (ai(z)+a(z))dzie 人 


i=1 


(2) 设 w = > ai(z)dz < A1, 和 ERR, 定义 
i=1 


Mw = 和 (aitaj)dn el, 


i=1 
另外 , 我 们 规定 0 = Do 
读者 不 难 验证 上 述 两 种 运算 满足 个 线性 空间 所 要 求 的 各 种 运算 
定律 , 从 而 41 构成 一 个 线性 空间 . 
现 对 任意 的 k(1 < kk < n), 在 (dzi1,dz2,… ,dzn) 中 取 个 元 素 ， 


将 其 形式 地 记 成 dzi, Adzis 入 … 信 dzis, 这 里 人 暂且 作为 一 个 形式 记 
号 . 然后 规定 


dzi N***Adri, Adrirn N***ANdrin 
= —dza MAA drir 人 Adzi A'** A doi.. 
在 此 规定 下 , 若 记 ,iz,… ,i 中 的 两 个 指标 相同 的 话 , 便 有 
dzi Adziz 人 …'A 人 dzik = 一 qzi Ndzis N***A dri,. 


这 是 因为 将 这 两 个 相同 的 基 元 素 对 调 , 该 形式 记号 不 变 , 而 这 个 对 换 需 
要 奇 次 个 相 邻 位 置 的 换 位 来 完成 , 所 以 需要 在 前 面 加 上 负 号 . 因此 , 若 
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有 二 =i<7J<li 和 月 , 则 dzi, 人 dzi, 人 人:… 信 dzi, = 0. 因此 我 们 
有 CA 个 有 序 元 


dzi Adziz 人 …'A 人 dzik (1 <&ii<iso < <ik gn). 


我 们 将 以 这 Cx 个 有 序 元 作为 基 并 且 系 数 在 C1(D) 的 线性 空间 记 为 A*. 
企 中 的 元 素 称 为 上 次 微分 形式 , 一 般 我 们 还 是 用 w,n 等 来 记 它们 . 从 
定义 我 们 知道 , 对 于 vw e A*, 我 们 有 下 述 表达 式 : 
w= >, Qiiiaia (T)dTi A dris 和 人 … AN dri,, 
1&ii<is<<ic gn 

其 中 aiio.i(Z) e C1(D). w 的 这 种 表示 称 为 它 的 标准 形式 . 特别 地 ， 
我 们 将 C1(D) 记 为 40, 即 40 是 D 内 连续 可 微 函数 的 全 体 , 它 的 基 
是 f(z) = 1, 从 而 它 是 一 维 线性 空间 . 另外 , 我 们 记 0 为 任意 次 零 微分 
形式 . 

当天 = 即时 , 4" 只 有 一 个 基 dzi 人 dz2 入-… 人 入 dzn, 从 而 4" 也 是 
一 维 线性 空间 . 

在 R? 中 可 记 (zi1,z2) = (zx,y)， 在 R3 中 , 我 们 记 (z1, za zs) = 
(z,y,z). 例如 , 在 R3 中 设 we 42, 则 w 的 标准 形式 为 


w= PdyAdz+QdrAdz+ RdrAdy, 
其 中 PQ, RR 是 R3 中 的 连续 可 微 函数 . 
16.6.2 ”微分 形式 的 外 积 
外 积 运算 建立 了 不 同 次 微分 形式 空间 的 联系 . 一 个 p 次 微分 形式 w 
与 一 个 4 次 微分 形式 7 的 外 积 记 为 wn, 它 是 一 个 p 上 +d 次 微分 形式 . 
因此 只 有 当 p+g < n 时 , 外 积 才 有 意义 . 外 积 wAy 的 确切 定义 为 : 设 


w= > aiaiai(z)dzi Adzi A A dri, E AP， 
1<i<i2<…<ips 和 nm 


了 到 > Qjaja(T)dTn 人 dzi 和 人 和 人 dzja € NY®, 
1gN1<j2<*…<ja sn 
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则 


wAn= > ini (T)anja..ja (T) 
1 
“dzi Adziz 入 … 和 Adzi 入 dzi 人 dzia NA:*N\dr;, € AP+9， 
特别 地 , 当 fe 40,w e A* 时 , fw 定义 为 fw. 
容易 验证 , 外 积 具 有 下 述 性 质 : 
(1) 设 fi,f2 Eh,wi,w2€ 如 Eee 如 , 则 有 
(fiwi+ faw2) An = 户 wal An + fow2 NT. 
(2) 设 we Ah?,ne 49, 则 有 中 入 = (1)?t9n 人 w. 
上 述 性 质 (2) 也 称 为 外 积 的 反对 称 性 . 此 性 质 的 证 明 可 由 一 个 微 
分 形式 中 的 基 元 素 两 两 换 位 改变 符号 直接 推出 . 
(3) 设 w,n,9 是 任意 三 个 微分 形式 , 则 wA( AD = (wm) 入 0. 
有 了 外 积 的 概念 , 微分 形式 dz1 A dx2 可 以 看 成 是 dz 与 dza 的 
外 积 , 类 似 地 理解 dzi 人 dz2 入 … 信 dzn. 


例 16.6.1 w (7 )= (0 ) 是 六 cm 到 如 < 于 的 


4 yu,v) 
同 是 映射 , 求 dz A dy 关于 du 人 dv 的 表示 . 
解 ”由 微分 定义 有 
Or Or _0y Oy 
dz = + WY dy But rbd 
因此 
Or Dr Oy Oy 
drAdy= 千 du 十 Ew) A (Ru 十 Pe) 
_(faz8 gg az 加 
=-( 实 呆 对 型 ) ao= 总 才 i 


3 ZT(u,v,w) 
例 16.6.2 设 |y |=| ylw,v,w) | 是 DCcR3 到 0 CR 
之 z(u,v, w) 
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的 C1 同 胚 映射 , 求 dz 人 dy 人 dz 关于 du A du A dw 的 表示 . 
解 ” 因 为 


Or Or 

dz = Sdu 浊 玉 十 Bd 
_O Oy Oy 

dy= 5 dt + dw, 
Oz Oz Oz 

dz 三 可 + 机 一 dv 十 Bi 


所 以 


Or Or Or Oy Oy Oy 
dz Ady (Fat Fat+ 5 sw) A (型 t+ d+ Bd 
O(z,Y) 


oO(z, oO(z, 
he re 和 Adu 十 守 - 
dzAdyAdz= 笃 : 3 区 aoAdawAdu+ 字 - 站 aw 

Oz oO(z,Y) 
Ow A(u,v) 

_ 0(z,y, 2) 
O(u,v, w) 


du A dv. 


dwAduAdv 


duAdvAdw 


du A dv A dw. 
下 面 我 们 以 区 域 D c Re 到 9 c Re 的 C1 同 王 喘 射 (?) = 


(全)】 半天 内 可 比重 芍 符 号 与 有 的 保 性 的 联系. 记 
ylu,v 


= (w,v),z = (z,y), 并 将 上 述 同 胚 映射 记 成 = = f(w). 

任 取 一 点 uo e D, 则 由 C:1 同 胚 映射 的 性 质 , 存在 U(wo, 60) C 也 ， 
使 得 f(U (wo, 60)) 是 包含 f(wo) = zo 的 一 个 区 域 . 因此 任 取 一 条 约 当 
曲线 CU(wo,60), 则 y= f(T) 是 2 内 的 一 条 约 当 曲线 . 如 果 z = 
f(w) 将 工 的 正 向 映 成 y 的 正 向 ( 即 动 点 ww 沿 T 逆 时 针 运 动 时 , 动 
点 f(u) 沿 7 逆 时 针 运 动 ), 则 称 f(w) 在 wo 处 保 向 . 车 f(w) 在 wo 
处 将 古 的 正 向 映 成 Y 的 负 向 , 则 称 f(w) 在 wo 处 反 定 向 . 可 以 证 明 ， 
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车 f(u) 在 wo 处 保 向 , 则 它 在 任意 点 ue D 都 是 保 向 的 ( 见 本 章 习 
题 ). 

下 面 我 们 来 研究 保 向 映射 的 雅 可 比 行列 式 的 性 质 ， 任 取 wo = 
(uo,v0) E D, 任 取 过 wo 的 一 条 光滑 曲线 


.J = u(t), 
2 t € (a, pb), 
使 得 它 满足 u(to) = wo,v(to) = vo (to € (aB)). TT 在 wo 处 的 切线 斜 
率 为 
v(to) 
to) 
曲线 7 = f(T) 的 参数 方程 为 
= z(u(t), v(t)), 
y= y(u(t), v(t)). 
它 在 zo = f(wo) 处 的 切线 的 斜率 
y(to) _ YlTo)u (to) + (To) (to) 
T(to) T(zo)u (to) + Tz, (zo)v'(to) 


_ WT0) + (To)ku 
T(z0) + 7 (Poke 


所 以 
O(z,Y) 
dkz O(u,v) lu 
dku  [z4(z0)+ 2 (zo)ku]? 


从 上 式 可 以 看 出, 当 52 


> 0 时 , kw 是 kw 的 单调 上 升 函数 . 由 


uo 


导数 的 几何 意义 知 , 此 时 tu 在 uo 处 保 向 ; 当 8 区 | < 0 时 ， 


f(w) 在 wo 处 反 定 向 . 我 们 已 经 知道 , 一 个 变换 在 一 点 保 向 则 处 处 保 


向 , 因此 5 在 D 内 必定 不 变 号 . 
(ua) 
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现在 回 到 微分 形式 的 外 积 . 设 ( ) ( 束 吧 曙 ) 是 区 域 Dc 

y y(u,v) 
R2 到 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 9 CR? 的 C1 同 胚 映射 ， 当 它 保 向 
Q(z,y) 


az,y) 
时 有 了 > 0， 这 时 我 们 有 dz 人 dy = 区 du 人 dv， 当 变 
tes [Sun Oz,y) 
(C)- 中 不 保 向 时 , 则 Bnv) < < 0. 现在 我 们 把 Owv 平面 


上 的 wv 轴 改 为 v 轴 , 而 把 v 轴 改 成 v 轴 . 即 令 w = vw,v = ww, 则 上 述 
变换 雅 可 比 行列 式 为 


和 | | m 3 
dz, 切 io sl dul_ _ 9(z,Y) >0 
O(u',v") Oy Oy Oy oy (wv) ” 
Ou Ov Ov Ou 
ed O(z,Y) O(z,Y) 
四 , _ 0(2,Y) 
drAdy= Bu ja 和 dy Cr 


因此 , 车 f(z,y) 是 2 上 的 可 积 函数 , 当 映 射 ( ) 到 ( ) 保 
y ylu,v 
向 时 , 有 


几 f(z,y)dr Ady = 内 f(z(u,v), y(u, v)) 2 au Adv. 


而 当 全 2 (30 ) 不 保 向 时 , 仍然 成 立 


/ 1/ ,fe Wde A dy = / 人 f(z(u, 0), yu, 5 四 GA 


同 理 , 对 n 重 积分 也 有 类 似 的 结果 . 这 说 明了 引入 微分 形式 的 外 
积 后 , 我 们 在 重 积分 的 变量 替换 中 不 必 考 虑 变换 的 雅 可 比 行列 式 的 正 
负 号 . 当 n> 3 时 , 一 个 映射 的 保 向 性 的 刻画 比 R? 的 情形 会 更 加 复杂 ， 
在 这 里 我 们 就 不 作 介绍 了 . 


242 第 十 六 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


16.6.3 ”外 微分 


微分 形式 的 外 微分 是 一 个 重要 的 运算 , 利用 它 可 以 将 许多 我 们 学 
过 的 重要 定理 统一 起 来 . 下 面 我 们 先 对 R"(n > 2) 中 区 域 D 内 的 微分 
形式 引进 外 微分 这 一 概念 . 

定义 16.6.1 设 we hr (1<k<n), 其 形式 为 


w= 2 Qiiz.i (T)dTi A dzis N*M dzi,, 


l1&i<i2<<ic Sn 


称 &+ 1 次 微分 形式 


mm Oaiio..i (TL) 
> 2 dz; A dzi A dris N***A dri 
1&ii<iz<…<ir gn Nj=1 三 


为 w 的 外 微分 , 记 为 dw. 

显然 , 当 we 47 时 , dw =0. 当 we A*, 且 w 在 A* 的 基 元 素 前 
面 的 系数 函数 是 D 内 的 C1 函数 时 , 称 w 是 C1 微分 形式 , 这 时 dw 的 
系数 仅 在 D 内 连续 . 若 要 讨论 d(dw) 全 dzw ( 称 之 为 二 次 外 微分 , 即 外 
微分 的 外 微分 ), 则 要 假定 w 是 C? 微分 形式 , 即 w 中 在 基 前 面 的 系数 
函数 在 D 内 具有 各 个 二 阶 连续 偏 导数 . 

由 定义 可 推 知 外 微分 具有 下 述 性 质 : 

(1) 设 unus e 4k, 则 d(wi + w2) = dwl + dw2. 

(2) 设 we A4*,neA', 则 d(wA 人 An)= dwAn+t+(-1)rwAdn. 

(3) 当 we 4*, 且 w 是 C2 微分 形式 时 , d(dw) = d?w = 0. 

这 些 性 质 的 证 明 留 给 读者 . 

下 面 我 们 来 求 一 些微 分 形式 的 外 微分 . 

(1) 设 w= P(z,y)dz + Q(z,y)dy, 则 


(82_P 
w= (名 3 ) ssh ay 


(2) 设 = P(z,y,z)dz + Q(z,y,z)dy + R(z,y,z)dz, 则 
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_(6R 59 OP OR 
mm-( 生 弛 )uuAdz+( 芝 -器 )dzAdz 


dz “Bz 


(3) 设 9= P(z,y,z)dy Adz+Q(r,y,2)dz Adz+ R(z,y, 2)dz A dy, 

则 
db 一 (器 + 吾 + 骂 ) dz 人 dy 和 Adz. 

本 节 开 始 时 我 们 曾 指出 , 给 了 及 3 中 的 一 个 微分 形式 , 我 们 很 清楚 
它 在 R3 中 什么 样 的 子 集 上 可 积分 .因此 , 对 于 一 个 几何 体 D ( 闭 区 
域 、 曲面 、 曲 线 等 ), 由 上 述 外 微分 的 表达 式 , 格林 公式 、 高 斯 公式 以 及 
斯 托 克 斯 公式 可 以 统一 地 写成 


/w=/ WwW, 
D BD 


其 中 w 是 万 上 的 一 个 C1 微分 形式 , 9D 取 正 向 . 
b 
着 在 牛顿 莱 布 尼 获 公式 三 f(z)az = fa)| 中 将 f(z)| = 1(0)- 


f(a) 看 成 是 w = f(z) 在 ob 两 点 的 积分 , 上 述 公 式 也 可 写成 / i 
D 
[2 的 形式 , 其 中 D = [a,9],8D = fo 中: 


公式 [ De [ ,也 称 为 斯 托 克 斯 公式 尽管 如 此 , 任何 积分 
公式 最 后 的 计算 以 及 它们 的 证 明 都 必须 要 用 到 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 , 所 
以 人 们 还 是 称 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 为 微 积分 基本 定理 . 

另外 , 当 n> 4 时 , 微分 形式 具有 更 多 的 形式 , 因此 在 R" 中 具有 
更 多 可 以 讨论 积分 问题 的 子 集 ， 关 于 这 些 问题 在 微分 流 形 课程 中 将 做 
系统 的 介绍 , 在 这 里 我 们 就 不 展开 这 方面 的 内 容 了 . 
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816.7 ”曲线 积分 与 路 径 的 无 关 性 


设 Dc R3 是 一 个 区 域 , u(z,y,z) 是 D 内 的 Cl 函数 , 则 du = 
Wdz 二 Wdy 十 届 dz 是 u(z,y,z) 在 DD 内 的 全 微分 . 给 定 4o e D, 则 对 
于 VA ED, 4 与 ho 之 间 均 可 用 D 内 无 穷 多 条 分 段 光 滑 的 曲线 连接 . 
如 果 我 们 写 出 其 中 任意 一 条 曲线 (以 ho 为 起 点 , 以 4 为 终点 ) 的 参 
数 方 程 , 然后 计算 可 知 


/ Wdz + wdy +wdz = u(A)— vu(Aho). 
r 


换 句 话 说 ， uidz+ Wdy + wdz 在 D 内 沿 任何 光滑 曲线 上 的 积分 , 只 
依赖 于 该 曲线 的 起 点 与 终点 , 而 与 曲线 的 选取 无 关 . 对 于 这 种 现象 , 我 
们 引入 以 下 概念 . 

定义 16.7.1 设 Dc Rs 为 一 个 区 域 , 函数 P(z,y,z), Q(z,y,2)， 
R(z,y,z) 在 D 内 连续 . 如 果 对 于 V4o,4e 及 DD 内 任意 一 -条 以 Ao 
为 起 点 , 4 为 终点 的 分 段 光滑 的 曲线 一, 曲线 积分 


/ Pdz + Qdy + Rdz 
FE 


的 值 只 与 40, 4 有 关 , 而 与 曲线 了 的 选取 无 关 , 则 称 曲线 积分 / Padz+ 
2: 
Qdy + Rdz 在 D 内 与 路 径 无 关 . 

从 第 二 型 曲线 积分 的 物理 背景 可 以 看 出 , 该 曲线 积分 与 路 径 无 关 
是 指 D 内 力 场 P= (PQ, R) 将 单位 质量 的 粒子 从 点 4o 移动 到 点 4 
所 做 的 功 不 依赖 于 粒子 所 走 的 路 线 , 而 只 依赖 粒子 运动 的 起 点 与 终点 . 
从 直观 上 看 , 重力 做 功 应 具有 该 性 质 , 因为 重力 对 质点 所 做 的 功 只 依赖 
于 空间 这 两 点 之 间 的 垂直 距离 

现在 , 我 们 来 研究 对 于 区 域 D 内 给 定 的 三 个 函数 PQ, R, 何 时 曲 
线 积分 [ Pdz+Qdy+ Rdz 在 万 内 与 路 径 无 关 . 设 P(z,y,z), Q(z,y,2)， 

。 
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R(z,yz) 是 空间 Rs 中 区 域 D 内 的 三 个 函数 , 若 存在 D 内 的 可 微 函 
数 久 = u(x,y, 2), 使 得 


du = Pdz + Qdy + Rdz, 


则 称 w 为 Pdz + Qdy + Rdz 的 一 个 原 函 数 . 因此 , Pdz + Qdy + Rdz 
有 原 函 数 v 的 等 价 定义 是 : 存在 可 微 函 数 ww 使 得 Pdz + Qdy + Rdz 
是 久 的 全 微分 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 主要 证 明 以 下 两 个 定理 . 

定理 16.7.1 设 D 是 R3 中 的 区 域 , 函数 P(z,y,z), Q(z,y,2)， 
R(z,y,z) 在 D 内 连续 , 则 以 下 三 个 命题 等 价 : 

(1) 曲线 积分 人 maa+ Qdy + Rdz 在 D 内 与 路 径 无 关 ; 


(2) 对 内 任何 分 段 光滑 的 约 当 曲线 ,有 
攻 Pdz + Qdy + Rdz = 0; 
r 


(3) Pdz+Qdy+ Rdz 在 DD 内存 
在 原 函 数 . 下 
证 明 先 证 (1) => (2). 设 芽 
是 DD 内 任 一 条 分 段 光 滑 的 约 当 曲线 ， 4 A 
在 上 取 定 两 点 4o, 4, 则 工 构成 了 
从 点 ho 到 点 4 的 两 条 曲线 攻 , T2， Tz 
其 中 研 取 曲线 古 的 正 向 , T2 则 取 丁 的 
负 向 (如 图 16.7.1). 由 (1) 我 们 有 


图 16.7.1 


0= | Pdz-+Qdy+ Rdz— / Pdzr + Qdy + Rdz 
nn Ta 


=/ Pdz + Qdy + Rdz 
+ 


=/ Pdz + Qdy + Rdz, 


246 第 十 六 章 曲线 积分 与 曲面 积分 


因此 (2) 成 立 . 

再 证 (2) => (1). 对 于 Y4o, A e D, 任 取 两 条 以 ho 为 起 点 , 4 为 终 
点 的 光滑 曲线 六, T2. 若 帮 UT; 组 成 一 条 约 当 曲 线 , 令 T= TUTy， 
则 我 们 有 


/ Pdz + Qdy + Rdz 一 / Pdz + Qdy + Rdz 
nh T2 
一 / Pdz + Qdy + Rdz 
TiUTS 
=/ Pdr + Qdy + Rdz = 0. 
Pp 


当 开 UTY 不 是 约 当 曲线 时 , 在 D 内 选取 一 条 从 点 ho 到 点 4 的 
光滑 曲线 三 , 使 得 TU Tf , TUT 均 是 约 当 曲线 , 如 图 16.7.2. 由 上 
面 所 证 有 


Par+ Qey+ Raz= 人 Pdz + Qdy + Rdz 
ve Ts 


= Pdz + Qdy + Rdz, 
Ta 


因此 (1) 成 立 . 
现 证 (1) 全 (3). 取 定 4o = (zo,yo,z0) e D, 任 取 4 = (x,y,z) e 也， 
则 可 记 
ulz,y, 2) = 人 P(E€,m,0)d€ + Q(E,m,C)dn + RCE,m dk, 


其 中 Th 为 也 中 一 条 从 点 ho 到 点 4 的 固定 的 光滑 曲线 . 

由 于 4 < D, 因此 4 是 D 的 内 点 对 于 充分 小 的 Az， 有 
4Az = (Z 十 Az,y,z) E D, 于 是 线段 44Av € D. 记 Ps = ToU AAAaz， 
如 图 16.7.3, 则 


uz + AT,Y, 2) — u(T,y, 7) 


=/ Pat +Qdn+ Rac— 人 Pdét + Qdn + Rac 
Taz To 
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i Pdé + Qdn + Rdc 
AAas 
T+AT 
=/ P(é,n,C)dé = P(r +0Az,y,z)Ar (0<0<1). 


Ts 


LD (0 
16.7.2 图 16.7.3 
因此 


Ou .LU(T+ Az,y,z) — u(r,y,z) 
Or Re Arz 


= lim, P(z + 0A7,y,z) = P(x,y, z). 


a -Ou Ou 
同 理 可 证 池 =Q@ 及 亏 = 民 


由 P,Q, RR 的 连续 性 知 , du = Pdz +Qdy+ Rdz 在 D 内 成 立 ， 
此 w(z,y,z) 是 Pdz + Qdy + Rdz 的 一 个 原 函 数 . 

最 后 证 (3) =S (1). 设 wu(z,y,z) 满足 du = Pdz + Qdy + Rdz, 再 
设 ho = (zoyo,zo),4: = (zi1,W1,z1) e D 是 任意 两 点 , 任 取 一 条 从 
点 ho 到 点 4 的 分 段 光 滑 曲 线 


T= 7(t), 
T:4 y=yt), te lob), 
z= z(t), 


且 (z(0),y(0), z(a)) = (z0, yo, z0), (7(B),y(B),z(6)) = (z1,%1,21), 则 
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/ Pdz + Qdy + Rdz 
Tr 


6 
/ [P(x(t), y(t), z(t))2"(t) + Q(z(t), y(t), z(t))y (t) 
+R(z(t), y(t), z(t))z'(t)]at 
© du(z(t), y(t), z(t)) 
让 df dt 
一 UV(z(O)W),z(D)) 一 wz(a),y(a),z(a)) 


= uz1 yi 1) 一 wzoaoyzo) 
这 说 明了 曲线 积分 Pdz + Qdy + Rdz 在 D 与 内 路 径 无 关 . 证 毕 


当 曲 线 积分 / Pdz + Qdy + Rdz 在 D 内 与 路 径 无 关 时 , 对 于 
TT 


W121 


(zl ) 
4o=(zo,ygo,zo), 4:=(zb2n,21) EDD, 我 们 用 Pdz+Qdy+Rdz 


(zo,yo,zo) 


来 表示 DD 内 从 点 4o 到 点 4; 的 任 一 条 路 径 的 曲线 积分 . 

为 了 得 到 进一步 的 判定 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 准则 , 我 们 需要 对 
空间 区 域 作 一 些 限 制 . 设 D c Ra 是 一 个 区 域 , 如 果 D 内 任何 一 条 约 
当 曲 线 了 总 能 在 D 内 连续 地 缩 成 D 内 的 一 点 , 则 称 D 是 一 个 单 连 
通 区 域 . 因此 对 于 Rs 中 的 单 连 通 区 域 D, D 内 部 可 以 有 “ 洞 *, 如 同心 
球面 围 成 的 区 域 就 是 单 连通 的 而 对 于 形 如 轮胎 的 环 面 所 围 区 域 就 不 
是 单 连通 的 了 .空间 的 单 连通 区 域 D 的 一 个 特点 是 ; 对 于 D 中 任何 
一 条 分 段 光滑 的 约 当 曲 线 ,我 们 总 可 以 在 D 内 找 一 个 分 片 光滑 的 双 
侧 曲面 5, 使 得 = 95. 上 述 事实 的 证 明 超出 了 数学 分 析 课 程 的 范围 
在 这 里 我 们 就 不 介绍 了 . 但 是 在 下 面 定理 的 证 明 中 我 们 将 不 加 证 明 地 
利用 该 事实 . 

定理 16.7.2 ” 设 Dc R3 是 单 连通 区 域 , 函数 P(z,y,z), Q(z,y,z) 
R(z,y,z) 在 D 内 具有 连续 偏 导 数 , 则 曲线 积分 人 Pdz+Qdy+ Rdz 


在 D 内 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 : 在 D 内 有 
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ea _ 8 8 _88 8Q_8P 
Oy bz bz br br Ov’ 


即 向 量 
i j7 k 
A 
or Oy oz| 
有 -全 


证 明 必要 性 设 六 Pdz+Qdy+ Rdz 在 D 内 与 路 径 无 关 , 则 
由 定理 16.7.1 知 , 存在 定义 在 D 内 的 可 微 函数 u(z,y, z), 使 得 
Pdr + Qdy + Rdz = udzr + udy + wdz. 
因此 , 在 D 内 恒 有 


OR 2u 加 Oxu 600 OP < Ou 加 Ou oR 
Gy yz azoy 8z' bz Oz0r brz br' 


09 ”62v Gu _ 9P 


Or brpy x Byor Oy’ 


即 必要 性 成 立 . 


充分 性 任 取 D 内 一 条 分 段 光滑 的 约 当 曲线 一, 作 D 内 一 个 分 
片 光滑 的 双 侧 曲面 5, 使 得 95 = T, 且 选 取 5 的 侧 使 得 定向 为 正 
向 . 由 斯 托 克 斯 公式 我 们 有 


dydz dzdr dzdy 


0 0 D 
多 Paz+oty+maz= 从 Be 页 可 = 0. 


P Q R 


由 定理 16.7.1 知 ， / Pdz + Qdy + Rdz 在 D 内 与 路 径 无 关 . 证 毕 . 
. 


由 于 我 们 在 很 多 时 候 要 讨论 平面 区 域内 的 曲线 积分 与 路 径 的 关系 ， 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 定理 . 
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定理 16.7.3” 设 Dc R? 是 一 个 区 域 , 函数 P(z,y),Q(z,y) 在 DD 
内 连续 , 则 以 下 断言 等 价 : 


(1) 曲线 积分 / Pdz + Qdy 在 D 内 与 路 径 无 关 ; 


(2) 对 DD 内 任何 分 段 光 滑 的 约 当 曲线 F, 有 { Pdz + Qdy = 0; 
Tr 


(3) 在 D 内 存在 可 微 函数 u(z,y), 使 得 du = Pdz + Qdy. 

当 D 是 单 连通 区 域 且 已 Q 具有 连续 偏 导 数 时 , 则 下 述 断 言 与 上 
述 三 个 断言 等 价 : 

他 在 刀 内 成 立 吕 = 如 

此 定理 的 证 明 与 定理 16.7.1 和 16.7.2 证 明 方法 相同 , 不 过 在 证 
明 (4) 时 , 要 用 到 格林 公式 . 

例 16.7.1 记 互 ={(z,g:zelo1,y= 0}, 证明 曲线 积分 


/ zdy—ydr (rz—1)dy— ydz 


Z2 十 22 (z 一 1 十 多 
在 D = R2\ 内 与 路 径 无 关 . 
证 明 ” 设 To CD 是 任 一 条 分 段 光 滑 的 约 当 曲线 , 记 
I / zdy—ydr (rz—ydy— ydr) 
To 


T+ (2—12+ 
则 I= Zqy 一 yqz _ (z—1)dy— ydz 
ro 十 用 m (Z—1)2+y 
由 于 


B zr -2 0 -Yy 
Or \72 + (z2 十 02)2 Oy \z2 十 02 


0 Z 一 1 ) (zo1) 
Or (Gr ~ [(z — 1)? + vy 


-Gr 
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因此 , 对 任意 的 光滑 约 当 曲线 To c D, 设 To 所 围 区 域 为 Do, 若 Don 
互 = 2 则 由 定理 16.7.3 知 T= 0. 当 巨 C Do 时 ,点 (0,0) 及 (0,1) 均 
在 Do 内 , 从 而 由 例 16.5.2 知 
/ Tdy — ydz EE (z — 1)dy — vydz 
ro T+ ”Jr (2—1)?+y 
因此 同样 有 T=0. 由 定理 16.7.3 知 , 曲线 积分 


/ zdy—ydz (z—1)dy—ydz 
ri Cl) ry 


= 27. 


在 吃 内 与 路 径 无 关 . 
注 “显然 , 若 在 R?\{(0,0), (0,1)} 内 考虑 曲线 积分 
/ rdy—ydr (rz—l)dy— ydr 
r tm Clr 
则 它 在 D 内 与 路 径 有 关 .， 另 外 , 我 们 容易 看 出 , 在 R2\{( 一 00,0] U 
[1, 二 00)} 内 该 曲线 积分 与 路 径 无 关 . 以 后 从 复 变 函数 课程 中 , 我 们 还 
将 讨论 上 述 的 积分 问题 , 在 那里 我 们 可 以 更 加 清楚 地 知道 这 些 曲线 积 
分 与 路 径 无 关 的 本 质 . 
例 16.7.2 ” 设 f(r) 是 定义 在 (0,+co) 内 的 一 元 连续 函数 ,其 
中 r=V22 十 好 十 并 . 证 明 : 当 区 域 Dc Rs 不 含 原点 时 , 曲线 积分 


/ f(r)(zdz + ydy + zdz) 
r 


在 D 内 与 路 径 无 关 . 
证 明 ”由 于 rf(7) 连 续 , 从 而 它 存在 原 函 数 u(7). 取 u(Vz2+y2 十 22)， 
则 当 D 不 含 原点 时 , 有 
-oy ， Ou Or yi 
Or br or Oy Or Oz 
Lr 之 
三 Jr)7 (zadz 十 ay 十 zdz) 


du 


=f(r)(zdz + ydy + zdz). 
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由 定理 16.7.1 知 人 f(n)(zdz + ydy + zdz) 在 DD 内 与 路 径 无 关 
注 ”选择 不 同 的 f(r), 我 们 可 以 得 到 许多 在 R? 中 不 含 原点 的 区 
域内 的 函数 已 Q, RR, 使 得 人 Pdz+Qdy+ Rdz 在 DD 内 与 路 径 无 关 . 
最 后 我 们 介绍 一 下 如 何 来 求 原 函数 , 即 给 定 微分 Pduz+Qdy+Rdz 
当 人 Pdz + Qdy + Rdz 在 区 域 D 内 与 路 径 无 关 时 , 如 何 找到 在 D 内 


的 函数 v(z,y,z), 使 得 du = Pdz + Qdy + Rdz. 
第 一 种 方法 是 不 定 积分 法 : 由 于 


将 2 视 为 常数 ,对 5 = 尸 关于 z 求 不 定 积分 得 


uz,y,z) = /Pa + p(y,2), 
其 中 yp(y,z) 是 与 z 无 关 的 (y, z) 的 待定 函数 . 因此 我 们 有 
0 = 总 / Pdz. 
在 上 面 等 式 两 边 对 y a 
p(y,2) = / (@ /rr) dy + yw(z), 
其 中 W(z) 是 与 y 无 关 的 z 的 待定 函数 . 因此 我 们 有 
RR- 多 [Par- 2(/ (0-B /re)). 

在 上 面 等 式 两 边 对 z 求 不 定 积分 得 


wf- 吉 Jo- 妆 (J (0- 训 [re] 


最 后 我 们 有 
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uo = /rae+ [ (0 部/ Par) dy 
/le /ee B08 /ree 


第 二 种 方法 是 曲线 积分 法 : 给 定 D 中 一 点 4o = (zo0,yo,to), 对 于 
任意 一 点 4 = (zx,y,z) E D, 在 D 内 选择 一 些 连 接 4o, 4 且 易 于 求 曲 
线 积分 的 路 径 , 然后 计算 曲线 积分 即 得 . 

例 16.7.3 在 RR3 内 求 u(z,Yy, 2), 使 得 


du(z,y,2) = (yzezyz 十 3z2)dz + (Zzezyz + siny)dy + (zye™Y? 十 2z)dz. 
解 记 
P(x,y,2) = yzezyz 十 3z2， Q(z,Yy,2) = zzeryz + siny, 


R(x,Yy,2) = Tye”Y” 十 2z. 


容易 验证 它们 处 处 成 立 
aR 89 OP 8R 60 OP 
Oy ez' bz br br 6 


因此 /ma +Qdy+ Rdz 在 Rs 内 与 路 径 无 关 . 
下 面 我 们 用 两 种 方法 来 求 u(z,y,z). 
方法 1 “由 他 = yzervr + 3z2, 两 边 对 x 求 不 定 积分 得 
uz,Y, 2) = eT? + 23 + p(y, 2), (16.7.1) 


其 中 p(y,z) 为 与 z 无 关 的 (y,z) 的 待定 函数 . 上 式 两 边 对 y 求 偏 导 
数 得 


0 
Q(z,y,z) = zzezy% +siny= 2 = Tze 十 一 


因此 学 二 siny 该 式 两 边 对 y 求 不 定 积分 得 


Ply,2) = —cosy + (2), (16.7.3) 


(16.7.2) 
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其 中 %(z) 为 与 z,y 无 关 的 z 的 待定 函数 . 将 式 (16.7.3) 代入 式 (16.7.1)， 
再 对 z 求 偏 导数 得 


Rao) = zy + 22 = We = oyery + (2), 


从 而 w(z) = 2z. 此 式 两 边 求 不 定 积分 得 w(z) = z? +C, 其 中 C 为 常 
数 . 因此 
au 人 (zz) = ezyz 十 73 一 cos1 十 22 十 C. 

方法 2 设 Ra 中 任意 一 点 的 坐标 为 〈 上 ,m,6),， 并 设 六, 疡 ,有 分 
别 是 连接 (0,0,0) 与 (&,0,0), (&,0,0) 与 (6,7,0), (&,7,0) 与 (&,n,6) 的 线段 ， 
则 五 U TU Ts 是 连接 (0,0,0) 与 (&,m,C) 的 一 条 分 段 光滑 曲线 . 

由 于 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 我 们 得 到 Pdz + Qdy + Rdz 的 一 个 原 
函数 如 下 : 


(é,m,) 
acmwo= Pdz+Q@Qdy + Rdz 
{0,0,0) 


€ 了 6 
=/ Peoodz+ /okvoay+ 厂 Remadz 
0 0 0 
€ nD C 
=/ 372dz++ [ sinydy +/ (énes™? + 2z)dz 
一 全 一 cos1 二 1 二 es 一 1 十 62 
一 e5? 十 63 — cosn+ C2. 
将 (€,m,《) 换 回 (z,y z), 并 注意 到 两 个 原 函 数 可 以 相差 一 个 常数 , 我 
们 有 


U(T,Y,2) = ezyz 十 73 — cosyt+2+O. 


816.8 场 论 简介 


场 的 概念 来 源 于 物理 学 . 在 物理 学 中 , 通常 将 一 些 量 在 空间 区 域 的 
分 布 称 为 场 . 最 常见 的 场 有 密度 场 、 温 度 场 、 引 力 场 、 磁 场 等 . 如 果 一 
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个 场 可 以 用 一 个 函数 来 刻画 , 则 称 该 场 为 数量 场 ; 如 果 一 个 场 需 要 用 一 
个 向 量 函 数 来 刻画 , 则 称 该 场 为 向 量 场 . 例如 , 密度 场 与 温度 场 都 是 数 
量 场 , 而 引力 场 与 磁场 则 都 是 向 量 场 . 

有 些 场 只 与 空间 的 位 置 有 关 , 而 与 时 间 的 变化 无 关 , 这 些 场 称 为 稳 
定 场 , 如 地 球 的 引力 场 就 是 稳定 场 . 而 温度 场 等 随 着 空间 位 置 及 时 间 
的 变化 而 变化 , 这 样 的 场 则 称 为 不 稳定 场 . 

16.8.1 ”数量 场 的 梯度 

前 面 我 们 已 经 介绍 了 梯度 的 概念 , 在 这 里 我 们 来 回顾 一 下 . 设 v= 
v(z,y,z) 是 区 域 D C R3 内 的 一 个 数量 场 (我 们 这 样 来 表示 数量 场 ， 


实际 上 是 建立 了 一 个 直角 坐标 系 , 从 而 数量 场 在 该 坐标 系 下 可 由 v = 
u(z,y,z) 来 表示 ), 则 当 w 是 可 微 函 数 时 , v 的 梯度 为 


grad u = (中 学 ， 学 ) 
设 zo = (zo,yo,z) ED 且 w = (cosa,cosB,cosY) 为 一 个 单位 向 
量 , 则 过 ho 沿 该 单位 向 量 的 方向 导数 为 


Of (zo) 
Ov 


Ou ol op oe OS 
NO Oy Bz 


=gradu|l :vw. 
zo 


Zo 


因此 grad ql, 与 v 同 向 时 , 在 zo 处 沿 v 的 方向 导数 达到 最 大 . 换 句 


话说 , 一 个 数量 场 的 梯度 是 一 个 向 量 ; 它 是 数量 场 改变 最 快 的 方向 , 其 
向 量 的 模 长 为 数量 场 沿 该 方向 的 变化 率 . 由 此 定义 的 梯度 显然 与 表示 
该 数量 场 的 坐标 系 的 选取 无 关 . 

梯度 与 数量 场 的 等 位 面 密切 相关 . 所 谓 等 位 面 是 指 区 域 D 内 满足 
方程 u(z,y,z) = C(C 为 常数 ) 的 根 的 集合 . 当 wu(z,y,z) 具有 较 好 的 性 
质 时 (如 是 C! 的 ), 数量 场 的 等 位 面 一 般 是 一 个 曲面 . 显然 , 任何 两 个 
不 同 的 等 位 面 均 不 相交 , 且 D 内 任 一 点 都 在 某 一 等 位 面 上 , 等 位 面 可 
能 是 空 集 、 一 个 点 或 者 一 个 曲面 . 当 等 位 面 是 一 曲面 时 , 前 面 我 们 已 经 
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知道 它 的 法 向 量 为 (中 汪汪 ) 由 此 , 等 位 面 在 点 z e D 处 的 法 


向 量 即 为 4 在 = 处 的 梯度 grad dl 
16.8.2 ”向 量 场 的 向 量 线 
设 Dc R3 为 一 个 区 域 , 在 D 内 有 一 个 向 量 场 
F(z,y,z) = (P(z,y, 2), Q(z,y, 2), R(Z, y, z)), 
其 中 PQ, 在 D 内 均 具 有 连续 偏 导数 . 现在 设 为 D 内 的 一 条 光 
滑 曲线 , 其 方程 为 
z= z(t), 
y= Y(t), tel, 
z= 2z(t), 
则 该 曲线 上 任 一 点 处 的 切 向 量 为 (z(t), y(t),z'(t)). 车 对 于 We 该 
切 向 量 与 向 量 FF (z(t),y(t), z(t)) 平行 , 则 曲线 称 为 FF 的 一 条 向 量 
线 . 由 于 (z(t),y(t), z(t)) 平行 于 (P,Q, R), 我 们 有 
(bat _ ybat _ z(t)dt 


必 [0 R 
即 卫 上 的 点 必须 满足 。 站 二 
Pi @ RR 


因此 我 们 也 称 满足 上 述 方程 的 曲线 为 FF 的 向 量 线 . 对 于 D 内 的 C1 向 
量 函 数 来 说 , 过 DD 内 每 一 点 有 且 只 有 一 条 向 量 线 , 并 且 不 同 的 向 量 线 
互 不 相交 , 所 有 向 量 线 充 满 区 域 D. 关于 向 量 线 理论 在 后 续 课程 中 还 
有 介绍 . 
例 16.8.1 设 向 量 场 F(z,y,z) = (7z,y,z), 求 巨 在 R3\{(0,0,0)} 
的 向 量 线 . 
解 ” 设 (zo0,yo,z0) e R3, 且 (zo,yo,zo) 关 (0,0,0), 不 妨 设 zo 关 0. 
下 面 我 们 来 求 过 点 (zo,yo, zo) 的 向 量 线 . 由 
开 _ 凶 虹 _ 下 
z y” 2 站 
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知 y= a z=C27, ,其中 oo 为 待定 常 才 ， 再 由 该 向 量 线 过 点 (zo,yo, zo) 
知 cl = 一 ,cz = 一 2 即 ， 


此 即 射线 二 元 : 从 几何 上 看 ， 也 可 以 简单 地 求 出 该 向 量 线 . 


16.8.3 人 


设 天 = (P(z,y,z),Q(z,y,z),R(z,y,z)) 是 空间 区 域 D 内 的 一 
个 C1 向 量 场 (函数 ), 则 F 的 散 度 是 一 个 数量 场 , 其 定义 为 


oP + 名 oR 


divF=o— 而 十 让 Bz 


上 述 定义 的 散 度 实际 上 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 对 此 我 们 可 以 用 高 
斯 公式 来 证 明之 . 事实 上 , 将 FF 看 做 一 个 流速 场 . 任 给 D 中 一 点 zo， 
以 zo 为 心 ,7 为 半径 作 一 小 球体 Vi, 使 得 V. c D, 再 取 8W 外侧 的 单 
位 法 向 量 为 n, 则 


/ F.ndS= // divFdV. 
OV; Ve 


由 第 二 型 曲面 积分 的 几何 意义 , 上 述 等 式 的 左边 是 该 流速 场 单位 时 间 
从 内 到 外 通过 3V 的 流量 , 由 此 它 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 , 由 重 积分 
的 第 一 中 值 定理 , 有 


/ F.ndS 
; OV 
div F(z20) = Jim, 6 坎 和 


其 中 我 们 仍然 用 Vi 表示 Vi 的 体积 . 由 此 说 明 散 度 的 定义 也 不 依赖 于 
坐标 系 的 选取 , 是 一 个 向 量 场 的 本 质 属 性 . 

对 于 在 空间 区 域 D 内 具有 连续 偏 导数 的 向 量 函数 Fr,yz), 若 
它 的 散 度 divF 在 zo = (zo,yo,zo) e D 处 不 为 零 , 则 当 divF(x0) > 0 
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时 , 对 于 任何 一 个 包含 zo 的 充分 小 光滑 闭 曲面 5 所 围 的 区 域 V, 有 
/ 1/ 人 divFdV > 0. 由 高 斯 公式 知 , 此 处 从 内 向 外 流出 的 流量 为 正 . 


此 zo 也 称 为 该 向 量 场 的 源 . 反之 , 车 divF(z0) < 0, 则 对 任何 内 部 含 
有 zo 的 充分 小 的 闭 曲面 , 从 外 向 里 流 进 的 流量 为 正 . 这 时 , zo 也 称 该 
向 量 场 的 汇 . 当 divF(zo0) = 0 时 , 称 向 量 场 FF 在 zo 处 无 源 . 

16.8.4 向量 场 的 旋 度 


如 同上 一 小 节 ， 我 们 仍 设 F(z, y, z) = (P(z, y, z), Q(z y, 2)， 
RR(z,y,z)) 为 区 域 D Cc R3 内 的 一 个 C1 向 量 场 ， 在 斯 托 克 斯 公式 
中 , 曾 出 现 如 下 与 F 有 关 的 向 量 


2 了 k 
人 
Dr Oy 0z 

P Q@ RR 


我 们 称 此 向 量 为 下 的 旋 度 , 记 为 rot F. 
设 5S 是 一 分 片 光滑 曲面 , 95 是 空间 分 段 光滑 闭 曲 线 , 且 其 定向 
与 5 的 侧 的 单位 法 向 量 n 的 选 定 一 致 , 则 斯 托 克 斯 公式 告诉 我 们 


¢{ Pde Ot Ns / 1/ rotF .nds. 
8s s 


上 式 左 边 的 线 积分 通常 称 为 F 沿 95 的 环 量 ， 它 显然 可 记 成 《 Fds, 
95 


其 中 ds = (dz, dy, dz). 由 此 定义 的 环 量 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 

利用 这 一 定义 , 我 们 同样 可 说 明 旋 度 也 与 坐标 系 选取 无 关 . 事实 
上 , 任 取 以 zo e DD 为 心 , 半径 > 充分 小 的 一 个 圆 盘 5. C 也 , 取 定 85， 
的 方向 与 5; 的 一 侧 的 单位 法 向 量 n 保持 一 致 , 则 


dg 二 // rotF'.nds, 
OS Sr 


从 而 
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lim rotF .n= lim 
r—0 r—0 


FT 


由 于 5, 是 任意 一 个 圆 盘 , 从 而 n 可取 到 zo 出 发 的 任何 方向 . 上 式 说 
明 向 量 rotF 在 任何 方向 的 投影 均 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 , 从 而 rot 
与 坐标 系 的 选取 无 关 . 由 斯 托 克 斯 定理 , 旋 度 与 环 量 是 密切 相关 的 . 特 
别 地 , 曲线 积分 人 Pdz + gdy + Rdz 在 区 域 D 内 与 路 径 无 关 的 一 个 


必要 条 件 是 F 的 旋 度 处 处 为 零 . 当 F 的 旋 度 处 处 为 零 时 , 我 们 称 所 
为 一 个 无 旋 场 . 


16.8.5 “一些 重要 算 子 


所 谓 “ 算 子 ” 是 作用 在 某 些 特定 对 象 (如 函数 、 向 量 函数 等 ) 的 一 
些 特别 的 运算 . 人 们 对 它们 赋予 了 一 些 特殊 的 记号 . 在 这 里 我 们 主要 介 
绍 两 个 重要 的 算 子 . 

1. 哈密 尔 顿 算 子 

哈密 尔 顿 (Hamilton) 曾 在 R" 中 引进 了 以 下 算 子 : 


8 9 8 
我 们 称 该 算 子 为 哈密 尔 顿 算 子 ， 对 于 区 域 D C R" 内 的 可 微 函 数 
f(z1,72，,… ,Tn), 哈密 尔 顿 算 子 Y 对 了 的 作用 定义 为 
_(38f af .3of 
vf ( 芝 "O72” 芝 ) = 

容易 验证 , 哈密 尔 顿 算 子 V 具有 如 下 性 质 : 设 ce R, f,g 是 可 微 
函数 , 则 

(1) V(cf) = cv; 

(2) V(f +g)= Vf+Vg; 

(3) V(f9) = fVg+gVvf. 
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另外 , R3 中 的 向 量 场 = (P,Q, RR) 的 散 度 可 表示 为 


wp P40 Ry. 
bd F, 
而 五 的 旋 度 表示 为 

i 了 k 
og 3 a 

rotF= 到 页 到 =VxFF. 
P Q 

2. 拉 普 拉 斯 算 子 


下 面 我 们 介绍 第 二 个 重要 算 子 , 即 拉 普 拉 斯 算 子 . 在 R" 中 , 拉 普 
拉 斯 算 子 的 定义 为 


ng2 
A= > 7 

对 于 在 区 域 D c R" 内 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 函数 f(z1,z2,… ,zn)， 

拉 普 拉 斯 算 子 A 对 f 的 作用 定义 为 


_0 

A -2 a 

当 w= f(z1,7z2,… ,zn) 在 D 内 恒 满 足 
并 821 


时 , 称 u 为 D 内 的 调和 函数 . 
显然 一 元 函数 /(z) 为 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 为 线性 函 
d 
数 ， 对 二 元 函数 4 = fc， 由 定义 , 当 Au = 3 + = = 0 时 ， 
uw = f(z,y) 是 调和 函数 ， 读 者 不 难 验证 ，ez cosy, 均 是 调和 函数 . 
调和 函数 具有 许多 特殊 的 性 质 , 在 后 续 课程 中 将 有 详细 介绍 . 
例 16.8.2 ” 设 D c R2 是 单 连通 区 域 , u(z,y) 是 D 内 的 调和 函 
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数 . 证明 曲线 积分 人 wdz - 必 dy 在 D 内 与 路 径 无 关 , 且 其 原 函数 


为 D 内 的 调和 函数 . 
证 明 由 于 Pdz+Q@dy = 由 dz 一 必 dy 及 


8 _ 3P _ a(-w) 人 党 ) =。 


ya /= 


再 注意 到 D 是 单 连通 区 域 , 根据 定理 16.7.3 知 ， / wdz -Wdy 在 D 
内 与 路 径 无 关 . 
设 v(z,g) 为 迪 dz - 必 dy 的 一 个 原 函 数 , 则 
Ov 1 Ow , 
Bn 
a Du 02v O2u Ou _ 
因此 Or2 By yor Or0y 一 到 
所 以 v(z,y) 是 内 的 调和 函数 . 
注 设 w(z,y) 是 DD 内 的 调和 函数 , 在 上 例 中 得 到 的 D 内 的 调和 
函数 v(z,y) 称 为 u(z,y) 的 共 示 调 和 函数 . 


习题 十 六 


1. 设 卫 是 空间 R3 中 一 条 光滑 的 物质 曲线 , 其 密度 函数 p(x,y, z) 
在 上 连续 , 试 求 玉 的 质心 坐标 . 
2. 设 曲 线 有 是 单位 圆周 : z? + y? = 1, 求 下 列 第 一 型 曲线 积分 ， 


(1) /aas @ /mas (3) /zas (4) f mas. 


3. 设 曲 线 了 为 球面 z? 十 好 十 z2 = 1 与 平面 z+y+z= 0 的 交 线 ， 
求 下 列 第 一 型 曲线 积分 : 


0 人 aas O) 人 mas (3) /za 


4. 求 下 列 第 一 型 曲线 积分 : 
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(1) / zy(z 十 1)ds, 其 中 了 为 以 下 曲线 : 
本 


(a) z = cost,y = sint,z = 0, (t € {0, 27]); 
(b) z = cost,y = sint,z = t(t€ [0,27)). 


Oo 1/ (z+ ds, 其 中 为 曲线 z 十 23 = 

a 

(3) /zyzas, 其 中 为 曲线 z=hy= Bz=1(0<t< 
上 2 


@/ (只 ss) se 区 了 为 Re 中 过 按 原 点 与 点 0,1.… ,1 的 
有 Ni=1 


线段 . 
5. 设 函 数 f(z,y) 在 R? 内 的 光滑 曲线 L 上 连续 , 定义 f(z,y) 在 工 


| feas 
上 的 平均 值 为 -一 一 . 试 求 f(z,y) =z2 在 z2+ 妇 =1 上 的 平 
居 ds 
均值 . 
6. 设 函 数 f(z,y,z) 在 可 求 长 曲线 厂 上 连续 , 证 明 : 存在 (&,7n,C) < 
T, 合 得 人 Je ads = J(&,mO5, 其中 工 为 的 弧 长 
7. 计算 下 列 第 二 型 曲线 积分 : 
(1) | (3z2 一 6yz)dz 十 (2y 一 37z)dy 十 (1 一 4zyz?)dz, 其 中 醋 为 以 
Fy 
下 曲线 : 
(a) 从 点 (0,0,0) 到 点 (1,1,1) 的 线段 ; 
(b) 从 点 (0,0,0) 到 点 (0,0,1), 然后 从 点 (0,0,1) 到 点 (0,1,1), 最 
后 从 点 (0,1,1) 到 点 (1,1,1) 的 折线 . 
(2) / (+z)dz+(z+z)dy+(z+o)dz, 其 中 械 为 : 
Tr 


(a) 曲线 2 十 ?= 1, z= 0, 从 z 轴 正 向 看 去 取 逆 时 针 方 向 ; 
(b) 螺旋 线 z = cost,y = sint,z =t(0 < t < 27). 
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(3) 人 er(y+z)dz+dy+dz, 其 中 为 曲线 er = 从 点 (0,0,0) 
到 点 (1,1,1) 的 部 分 . 

CR (z+)dz+(z 一 y)dy, 其 中 械 为 椭圆 < 于 + 牙 =1(a,b>0) 
在 第 一 象限 的 部 分 , 取 从 点 (a,0) 到 点 (0, 的 方向 . 

(5) /yat adyt ds, 其 中 械 为 曲线 


Z2 + +22 = 22, 
z+z=1, 
从 z 轴 正 向 看 去 , 了 取 逆 时 针 方 向 . 
8. 计算 下 列 第 二 型 曲线 积分 : 


0 ydz 人 ) f+ 
zt EE 


其 中 工 为 以 下 曲线 : (a) z2 +y2 二 1; (b) 9N((0,0),1). 
9， 计 算 第 二 型 曲线 积分 / eztydz + ez-ydy 其 中 是 顶点 


为 (0,0), (0,1) 和 (1,0) 的 三 角形 , 取 逆 时 针 方向 . 
10. 设 函 数 P(z,y,z), Q(z,y,z), R(z,y,z) 在 光滑 曲线 厂 C R3 上 
连续 , 记 M=， mex VP + QO + ER, 工 为 的 弧 长 . 证 明 : 


I/ Pdr + Qdy + Rdz| < ML 
- 


11. 设 曲线 Tk 是 球面 2 十 十 2z2 = R? 与 平面 az 十 刀 十 cz 二 d = 0 
的 交 线 , 求 极限 lim 人 22 十 2 电 二 区 


一 +oo Jra (Z2 十 92 十 z2)3/2 
12. 求 下 列 曲 面 的 面积 : 
(1) 曲面 xz>=2- (z2 十 妇 ) 在 Ozy 平面 上 方 的 部 分 ; 
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2) 单位 球面 z + 刀 + 22 = 1 被 柱 面 2? + 刀 = 工 所 截 在 柱 面 内 
的 部 分 ; 


(3) 锥 面 z? = 3(z2 十 妨 ) 被 平面 Zz 十 yy 十 z= 2 所 截 下 面 的 部 分 ; 

(4) 柱 面 zz 十 只 = 1 zx? 十 z?2 = 二 1, 仿 十 z2 =1 所 围 立 体 的 表面 ; 

(5) 平面 az +by+cz+d 二 0 (c 关 0) 落 在 圆柱 面 z??+y?=1 内 
的 部 分 . 


13. 设 圆锥 的 高 为 1, 底面 半径 为 1, 求 其 表面 积 (不 包括 底面 ). 
14. 求 下 列 第 一 型 曲面 积分 : 


1) / 1/ z3d5, 其 中 5 是 单位 球面 的 上 半 部 分 z2 十 妨 二 22 一 1,z>0i 
s 


O) 内 z2y2d5, 其 中 S 是 由 柱 面 zz2+ 刀 = 1 平面 z=0 与 :=1 
s 
所 围 立体 的 表面 ; 
3) // z2y2d5, 其 中 5 是 单位 球面 zz 二 十 z22 二 1; 
5s 


(4) /hveas, 其 中 3 是 曲面 z = Vz?+ 好 位 于 平面 z= 1 
与 z= 二 1+h(h >0) 之 间 的 部 分 ; 
(5) / 人 z2d5, 其 中 5 为 螺旋 面 


T= ucosv, 
y=usinv, (Og<ug1,0<v < 27n). 


2Z=U 
15. 设 物质 曲面 是 S : z = z? +y? 位 于 平面 z= 二 y 下 方 的 部 分 , 其 
密度 函数 为 p(x,y,z) = V1+ 4z2 + 4y2, 试 求 其 质量 . 
16. 求 曲面 z2 十 好 二 22= 1 位 于 锥 面 ztana= Vz? 十 如 (0<a<3) 


内 的 部 分 的 质心 坐标 . 
17. 求 下 列 第 二 型 曲面 积分 : 
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o ff y)dydz + zdzdz, 其 中 5 在 平面 z>= 8z -4 一 5 上 , 且 


它 在 Ozy 平面 上 的 投影 是 以 (0,0), (0, 1), (1,0) 为 顶点 的 三 角形 , 取 5 
的 上 侧 ; 


(2) // ZT2dydz 十 Ydzdz + z2dzdy 其 中 5 为 6N((0,0,0),1) 的 
s 
外 侧 ; 
人 // svavaz + yzdzdz, 其 中 5 为 曲面 2+ 这 一 1 与 平面 > 
s 


0,z= 1 所 围 立 体 表面 的 外 侧 . 
18. 设 5 为 单位 球面 z? 十 六 十 z? = 1 的 外 侧 , 求 下 列 第 二 型 曲面 
积分 : 


1) 内 zdydz 十 yadzdz + z3dzdyi 


© // zdydz 
(到 十 成 十 (z2 十 好 十 2 于 


19. 计算 第 一 型 曲线 积分 { cos(vo,n)ds, 其 中 CR? 是 一 条 光 
TT 


滑 约 当 曲 线 , vo 是 某 固定 方向 , n 是 的 单位 外 法 向 量 . 
20. 利用 格林 公式 计算 下 列 第 二 型 曲线 积分 : 


(1) 4z2gydz 十 2ydy, 其 中 工 是 以 (0,0), (1,2), (0,2) 为 顶点 的 三 
角形 ; 
(2) 4 2zydz + y2dy, 其 中 了 是 由 两 条 连接 点 (0,0), (4,2) 的 曲 
rm 
线 y = 了 与 y= VE 组 成 的 封闭 曲线 ; 


(3) fe + soar + 27? + ay)ay, 其 中 本 是 椭圆 周 ee =1; 


(4) fe -eart ayay, 其 中 卫 是 万 = {(z,y) :4 和 cz 十 内 区 
TT 
16} 的 边界 ; 


266 ”第 十 六 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


(5) / (2z2y —y? cosz)dz + (1 一 2ysinz 十 3z2y?)dy, 其 中 丁 是 抛 
才 
物 线 z = 了 2 从 点 (0,0) 到 点 (了 ,1) 的 部 分 : 


(6) J siny-e-yart (ez cosy 一 +)dy, 其 中 本 是 曲线 y = sinz 


从 点 (0,0) 到 点 (r,0) 的 部 分 . 
21. 设 平面 区 域 D 由 约 当 曲线 所 围 成 , 已 知 D 的 面积 为 4, 求 第 


二 型 曲线 积分 J (eis t hy + edet (02r+ bay+ ca)dy. 
r 


22， 求 第 二 型 曲线 积分 f+ 其 中 了 是 
平面 内 一 条 光滑 的 约 当 曲 线 , 且 点 (0,0) 在 的 内 部 . 

23. 利用 格林 公式 证 明 约 当 曲线 P 所 围 有 界 闭 区 域 在 极 坐标 下 的 
求 面积 公式 4= 人 72d6, 并 求 + = 3sin29 所 围 有 界 闭 区 域 在 第 一 
象限 部 分 的 面积 . 

24， 求 第 二 型 曲线 积分 f ine 十 3)dz + (2e 一 Zz3)dy, 其 
中 DD={(z,y) :7 十 妨 <1} 为 单位 圆 盘 . 

25. 求 第 二 型 曲线 积分 多 wmzay 其 中 也 = {wy):1<y< 
3,ey <I< ev }. 

26. 设 DD={(z,y) : 2? 十 如 <1} 为 闭 单位 圆 得 , a,b,a € RR 为 任 
意 常数 , 证 明 $, a(z? +y)*dr +b(z? +y)°dy = 0. 


y= asin3 


27. 求 星 形 线 攻 ee (a > 0) 所 围 有 界 闭 区 域 的 面积 . 


28. 利用 高 斯 公式 计算 下 列 第 二 型 曲面 积分 : 
(1) / 1/ z2dydz+y2dzdz+z2dzdy, 其 中 5 为 单位 正方 体 {(z,y, 2) : 
s 
0 < z,y,z < 1} 的 外 侧 ; 
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(2) 内 zdydz 十 ydzdz + xdzdy, 其 中 5S 为 曲面 z= 4 一 (xz? ++y) 
与 平面 z = 0 所 围 立体 的 外 侧 ; 

(3) / 人 zdydz + (2 十 sin z)dzdz + (z + er cosy)dzdy, 其 中 5 是 
立体 {(z,y,z) :1< 22 十 包 十 2 入 4 的 外 侧 ; 

Cl 人 z3dzdy, 其 中 8 是 单位 球面 zz 十 刀 十 z2 = 1 的 外 便 ; 


(5) // (3 一 Tz)dydz 一 Tydzdz 十 3zdzdy, 其 中 5 是 曲面 z = 4 一 y， 
8 
平面 z = 0, z = 3 与 Ozy 平面 所 围 立体 的 外 侧 . 
29. 设 5 是 一 个 光滑 封闭 曲面 , n 为 其 单位 外 法 向 量 , ro 为 一 固 


定 方向 , 证 明 
从 cos(70,n)dS = 0. 


30. 设 函 数 f(z,y,z) 在 光滑 封闭 曲面 $ 上 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ， 
证 明 // d5 = 所 (H+ E+) 其 中 马 是 5 所 转 


成 的 区 域 , n 是 5 的 单位 外 法 向 量 . 
31. 利用 斯 托 克 斯 定理 求 下 列 第 二 型 曲线 积分 : 


(1) / 2ydz + zdy 十 3ydz, 其 中 卫 是 球面 zz 十 只 十 22 = 8 与 平 
3 
面 z= z+2 的 交 线 , 从 原点 看 去 取 顺 时 针 方 向 . 
dydz dzdz dzdy 
8 9 8 
@J/ 其 萝 。 问 | 其 hs 是 则 面 z=2-V 本 二 
rT—z 7Z3 十 yz 一 3zy2 
在 Ozy 平面 的 上 半 部 分 , 取 上 侧 . 
(3) / -3y)dz + 3zdy + dz, 其 中 了 是 柱 面 z? 十 刀 = 1 与 平 
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面 2 = ? 的 交 线 , 从 原点 看 去 取 逆 时 针 方向 . 
(0) hk (2 上 +z2)dz+(22 二 zjdy+ (z2+32)dzy 其 中 三 是 球面 z2+ 


奶 十 z2 = 2Rz 与 柱 面 zz 十 = 2rz 的 交 线 (0 <r < R,z > 0), 从 
点 (7,0,0) 看 去 取道 时 针 方向 . 

(5) fe 一 2)dz 十 (35 一 乱 )dy 十 (z 十 3y)dz, 其 中 了 是 以 下 曲线 ; 

(T= {0,9,2): 72 + = 1z=2); 

(b) 连接 点 (1,0,0), (0,1,0) 和 (0,0,1) 的 三 角形 . 

32. 设 5 是 光滑 封闭 曲面 , 函数 P(z,y,z), Q(z,y,z), R(z,y,z) 在 5 
上 具有 连续 偏 导数 , 利用 斯 托 克 斯 公式 求 第 二 型 曲面 积分 


dydz dzdz dzdy 
0 0 0 
从 az OY 5z 
本 Q@ R 
33. 证 明 下 列 第 二 型 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 并 求 值 : 
(3,4) E 
0) / 3， 积分 则 线 不 经 过 y 辅 


1,-2) 


(mr,0,1) 
2) / sinzdz + ydy 十 ezdzi 
(0,1,0) 


3) 1 1 
(3) / (ea 十 i) dz 十 (sz 一 ;) dy; 
(1,1) 2 2 


(2,—1,3) 
4) / 2zdz + zzdy + Tydz; 
(1,1,1) 


(1,1) 
(5) / (z2ycosz 十 2zysinz — yer)dz + (z2sinz — 2ye”)dy; 
(0,0) 


(2,7,37) 
6) / cosysin zdz — Zz siny sin zdy + Z cosy cos zdz. 
(10, 和 到) 


34. 求 下 列 微分 的 原 函 数 : 
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(1) du = (yezy + zy2ezy + ycosz)dz + (zezy 十 Z2yery + sinz)dy; 
(2) du = (sinyz + yzcoszz+Yyzcosry)dr + (sinzz++ Tz2cosyz 


+ ZzcosTy)dy + (sin zy 十 zy cosyz + ry cosrz)dz. 


35. 证 明 ; (1) 曲线 积分 /2 二 的 = 在 不 全 原点 的 单 连通 区 域 
内 与 路 径 无 关 , 但 在 R? 内 与 路 径 有 关 

(2) 设 (zo,yo) € R? 且 zo >,yo > 0, To 是 连接 点 (1,0) 与 (zx0, yo) 
的 线段 ， 证 明 : 对 任 一 连接 点 (1,0) 与 (zo,wo) 的 不 过 原点 的 光滑 曲 


线 /型 -时 -/ 2 we 中 xx 的 整数 倍 . 
TT 


Z2 十 22 22 十 到 
36. 求 下 列 微 分 形式 的 外 积 wn, 并 将 它们 化 成 标准 形式 : 
(1) w = zdy — yzdz, 7 = ydz + zydy — zdz; 
(2) w=adr+bdy+cdz, n= AdyA\dz+ BdzAdzr+CdzAdy, 其 
中 abc, 4, B,C 均 为 常数 . 
37， 设 向 量 函数 z = f(w) 是 R? 中 区 域 D 到 8 的 同 胚 映射 ， 
且 f(w) 在 uo e 处 保定 向 . 证 明 f(w) 在 D 内 处 处 保定 向 . 


38. 求 dz Ady 在 极 坐标 变换 人 a 2 下 的 表示 . 


Z 一 rsinpcosb， 
39. 求 dr 人 dy 人 dz 在 球 坐 标 变换 : 二 rsingsin9， 下 的 表示 . 
z=rcosyp 
40. 证 明 外 微分 具有 以 下 性 质 : 
(1) 设 we ht*,neh', 则 d(wAn)= dwAn+(-l)twAdn; 
(2) 设 w 是 C2 微分 形式 , 则 d?2w = 0. 
41. 计算 下 列 微分 形式 的 外 微分 , 并 将 它 化 成 标准 形式 : 
(1) w= zzdy Adz + zydz Mdz+ 2yzdy Ndz; 
(2) w = erydz — rz2ydy. 
42. 求 下 列 数 量 场 的 梯度 : 
(1) le 加 = zer cosy; (2) f(z,y,2) = sinzyz. 
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43. 求 下 列 向 量 场 的 散 度 与 旋 度 : 

“(1) F(zx,y,2z) = (er cosy)i+ (e” siny)j + zk; 

(2) F(x,y,2) = yzit zzI + zyk. 

44. 设 f(z,y,z) 为 一 数量 场 , F(z,y,z) 为 一 向 量 场 , 计算 : 

(1) div (Vf); (2) V(divF); (3) rot(grad f); (4) div(fF). 

45. 设 向 量 场 F(z,y,z) = (z?,y?,z?), 证 明 div (rot F) = 0. 

46. 设 函 数 f(z,y,z) = 二 其 中 = VT 二 三 二 到 ,证 明 
rot(grad f)=0. 


47. 设 向 量 函 数 正 (z,y,z) = f(7)(zi 十 yi 十 zk), 其 中 f 是 一 元 可 
微 函数 . 

(1) 证 明 当 7 关 0 时 , rot(F) = 0; 

(2) 如 果 divF = 0, 证 明 f(r) = cr-3(c 为 常数 ). 

48. 拉 普 拉 斯 算 子 A 可 以 定义 为 V?, 其 中 V? 对 任何 具有 二 阶 连 
续 偏 导数 的 函数 f(z,y,z) 的 作用 为 


0 8 8 0 8 8 
VV (部 :部 ' 基 ) (总 :高 :总 ) ck 


证 明 : V?(fg) = fV?(g) + gv?(f) +2(VfV9). 
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含 参 变量 积分 在 许多 自然 科学 问题 中 常常 碰 到 .例如 , 一 个 不 稳 
定 流速 场 可 以 表示 成 F(z,y,z,), (7,y,z) E D, te (a,b), 其 中 吃 是 RR3 
中 的 区 域 , t 是 时 间 变 量 . 一 般 说 来 , F(z,y,z,t) 是 (x,y,z,t) 的 连续 函 
数 . 现 设 一 个 光滑 双 侧 曲面 5 位 于 D 内 , 取 定 5 的 一 侧 , 则 在 任意 时 
刻 忆 五 在 3 上 的 第 二 型 曲面 积分 与 流量 密切 相关 . 对 固定 的 时 刻 已 
我 们 可 以 在 9 上 对 FF 进行 第 二 型 曲面 积分 . 当 t 变化 时 , 该 积分 便 
是 t 的 函数 . 一 个 自然 的 问题 是 : 该 积分 是 否 是 t 的 连续 函数 ? 如 果 
该 积分 是 t 的 连续 函数 , 则 通过 对 t 积分 就 可 计算 出 某 时 间 段 内 流体 
通过 5 的 流量 . 以 后 我 们 还 要 研究 : 当 F 关于 t 可 求 偏 导 数 时 , 该 积 
分 关于 t 的 导数 是 否 存在 ? 这 些 问 题 的 解决 就 要 用 到 含 参 变量 积分 的 
理论 . 

在 本 章 中 , 我 们 将 重点 讨论 含有 参数 的 函数 的 积分 问题 , 讨论 的 积 
分 以 定 积分 与 广义 积分 为 主 . 读者 可 以 将 这 些 积分 推广 到 其 他 积分 (如 
重 积 分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 等 ) 的 情形 . 


817.1 含 参 变量 定 积 分 
设 函 数 f(z,y) 在 平面 区 域 D 二 la, 中 xc dl 上 有 定义 .着 对 于 vz < 
[a 定 积分 / “Hta ay 存在 , 则 由 此 定义 了 区 间 [a,] 上 的 函数 


d 
Jr 四 = | fwar 
我 们 称 如 此 定义 的 函数 为 含 参 变量 定 积分 (简称 含 参 变量 积分 ), 其 中 2 
b 
为 参 变量 ， 同 理 , 若 对 于 wy e [cd J(y) = / f(z,y)dz 存在 , 则 也 
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称 J(y) 为 含 参 变量 定 积分 , 其 中 y 为 参 变量 . 

由 于 定 积分 是 一 个 极限 过 程 , 因此 对 含 参 变量 积分 的 研究 有 点 类 
似 于 对 函数 序列 或 函数 项 级 数 的 相应 研究 . 我 们 主要 的 研究 兴趣 在 于 : 
对 f(z,y) 加 什么 条 件 , 可 以 保证 T(z) 在 区 间 [a,9] 上 连续 、 可 积 以 及 
可 导 ? 下 面 我 们 分 别 来 讨论 这 些 问题 . 

定理 17.1.1 ” 设 函 数 f(z,y) 在 区 域 D = [a, 9] x [c,d] 上 连续 , 则 
对 于 Vz € la, 中, 含 参 变量 定 积分 T(z) = fa f(z,y)dy 存在 , 并 且 I(z) 
在 区 间 [c, 上 连续 . 

证 明 ”由 于 f(z,y) s C(D), 因此 对 固定 的 z, f(z,y) 在 fc 可 上 


d 
连续 , 从 而 T(z) = / f(z,y)dy 存在 . 下 面 证 1(z) 在 [w 引 上 连续 . 对 
于 vYzoelow 引 及 vYzefaia, 有 
d 
10) Ten) = { We) ~ fleo ay. 


由 f(z,y) 在 D 上 的 一 致 连续 性 知 , 对 于 ve > 0, 35 > 0， 当 (zu 加 )， 
(z2,y2) ED 且 满 足 V(zi 一 72)? 二 (yi 一 y2)? <6 时 ,有 


feny) — f(r) < 二- 
所 以 , 当 |z 一 zo| <5 且 ze [a,9 时 ,有 
d 
Me- reals { Wm) -feo Way < 4-0 = 
证 毕 
显然, 定理 17.1.1 中 f(z,y) 在 D 上 连续 只 是 Ttz) 连续 的 充分 条 


件 . 读者 容易 举 出 f(z,y) 在 D 上 不 连续 时 I(z) 仍然 连续 的 例子 . 
另外 ， 17.1.1 的 条 件 下 , 我 们 有 


二 大 "fl, 2)dy = dm I(z) = T(zo) -1 lim， f(x, y)d: 


因此 , 函数 re) 的 连续 性 可 以 解释 为 极限 运算 与 积分 运算 的 可 交换 性 . 
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注定 理 17.1.1 可 以 作 如 下 推广 : 在 定理 17.1.1 的 假定 下 , 对 

于 V(z,u) e D, 变 上 限 含 参 变量 积分 
rw) = {fay 

存在 , 并 且 二 元 函数 I(z,w) 在 D 上 连续 ( 见 本 章 习 题 ). 对 于 变 下 限 含 
参 变量 积分 , 也 有 类 似 的 结论 . 

由 化 二 重 积分 为 累 次 积分 的 定理 (定理 15.3.1), 我 们 有 如 下 关于 
含 参 变量 定 积分 的 积分 定理 . 

定理 17.1.2” 设 函数 f(z,y) 在 区 域 D = [a,b] x [c,d] 上 连续 , 则 


函数 1(z ,=-/ f(z,y)dy 和 L(y) = [ f(z,y)az 分 别 在 区 间 [a 


和 [c,dqjl 上 可 积 , 并 且 
b d 
/ Ti1(z)dz = / Ta(y)dy. 


定理 17.1.2 说 明 , 在 定理 条 件 下 , 两 个 求 积分 的 顺序 可 以 交换 : 


[af sw fo tee 


下 面 我 们 来 讨论 含 参 变量 定 积分 的 可 导 性 . 

定理 17.1.3 设 函 数 /(z,y) 及 其 偏 导数 素 (z,y) 在 区 域 D = 
[ai x [c, 可 上 连续 , 则 函数 I(z) = fa f(z,)ay 在 区 间 [a, 贡 上 可 导 ， 
并 且 有 


T(z) = 人 fz)dy. 
证 明 ”由 于 义 (z,y) 在 D 上 连续 , 从 而 由 定理 17.1.1 知 函数 
d 
= {fleay 
在 [a,9] 上 存在 并 且 连 续 . 现 将 g(z) 改写 成 


d 
oy) = { faay 
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对 于 vc e [ai 对 fi4(wu,y) 在 DD= [a,z] x [c,d] 上 应 用 定理 17.1.2, 有 


[sw uf "folu yay = / oa 


d 
= / le) -foey = 7) -10). 


T d 
因此 对 变 限定 积分 gldu 求 导数 得 Ptz) = gtz) = /oody. 
定理 17.1.3 说 明了 在 猴 (z,y) 连续 的 条 件 下 求 导数 与 积分 的 可 交 
换 性 . 此 定理 也 可 通过 导数 定义 直接 求 出 7(z) 来 加 以 证 明 . 
定理 17.1.4 ” 设 函 数 f(z,y) 及 其 偏 导数 天 (z,y) 在 区 域 D = 
[fo 四 x fc,q] 上 连续 , 且 yp(z) (z e [a, 可 ) 是 满足 c < yp(z) < a 的 可 微 函 


we(z) 
数 , 则 函数 T(z) = / ” ”Heady 在 区 间 [a,9] 上 可 导 , 并 且 


rm=-/ ple, Way + f(zs ole) (0). 

证 明 ”对 任意 给 定 的 zoe [a,9], 由 cg wy(zo)<d 及 f(z,y) 在 D 
的 连续 性 知 ,ftz, 切 在 lc ezoj] 上 和 连续 ,所 以 Tao = 人 jo, ey 
存在 . 因此 I(z) 在 区 中 上 有 定义 . 

另外 , 令 wu = p(z), 则 7(z) 可 以 看 成 是 F(z,u) = / “Ye 
与 = p(s) 的 复合 函数 .由 定理 17.1.3 我 们 知 | 

0 = 全 Acady 

再 由 定理 17.1.1 的 注 知 om = 久 (z,y)dy 在 D 上 连续 .对 F(z,w) 
= 太 re pay 两 关于 "求全 导数 得 


OF(z,u) 
Ou 


= f(z,u), 
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由 假设 它 也 在 D 上 连续 . 这 说 明 F(z,w) 的 两 个 偏 导数 在 D 上 连续 . 
因此 利用 复合 函数 求 导 法 得 


证 毕 . 
例 17.1.1 求 极 限 lim fa 十 力 rezysin(z + Y)dy 
z—0+0 Jo 
解 ” 由 于 f(z,y) = (1+y)?erYsin(z 十 y) 在 [0,+oo) x [0,1] 上 连 


续 , 因此 T(z) = fa 十 Y)”e”Y sin(z 十 y)dy 在 [0,+ce) 上 连续 . 特别 地 ， 
0 
我 们 有 


1 1 
lim / (1 二 zerysin(z +Y)dy = / sinydy = 1 一 cos 1. 
xz 一 0+0 Jo 0 


一 工 由 一 上 


例 17.1.2 ” 求 定 积分 站 二 
0 


Inz 
解 ”如果 直 接 求 此 定 积分 , 计算 将 会 非常 困难 , 因此 考虑 利用 含 
参 变量 积分 来 计算 . 由 


£20—1 — je-1l 2e—1 
i zydy 
Inz 


及 f(z,y) = zy 在 [0,1] x [e 一 1,2e 一 1] 上 连续 , 我们 有 
1 7z2e-1 _ re-1 2e-1 

/ i az 人 dz 人/ zydy 

2e-1 2e-1 dy 

=|, 人 安全 / 1 1+y 


2e 一 1 


= ln2. 


9 一 芋 


例 17.1.3 设 函 数 f(s,t) 在 R? 上 连续 , 记 


(二 人 ds 大 f(s,t)dt, 


=1n(l+y) 
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求 F(z). 
解 记 g(sa = 三 7Ge,0dt 由 定理 17.1.1 的 注 知 , 它 在 R? 中 
连续 , 从 而 对 于 Yr es (-oo,+eo), 我 们 有 


2 a 


F(z) = 三 g(s, 7)ds = i g(s, T)ds 一 三 g(s,zZ)ds 


存在 . 另外 , 2 全 下 f(s,z) 在 R? 上 连续 , 并 且 zz2 均 是 可 导 函 
数 , 从 而 由 定理 17.1.4 知 F'(z) 存在 . 
记 


2 


F(z) = 三 g(s,z)ds， F2(z)= [ g(s, T)ds, 
0 
则 有 


F!(z) -三 (/ sss)] 二 人 0), + g(7?, 7)(72) 


-三 Jalds+2 太 Ja8 此 
同 理 ， 
F(z) = 人 “f(s,z)ds + / “f(z,t)dt = [ (jd 
最 后 我 们 有 


F(z) = FI(7) — Fi(z) = f(s,T)ds+27 谢 f(z2,t)dt. 
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含 参 变量 广义 积分 视 积分 为 无 穷 积 分 或 瑕 积分 可 分 为 两 种 : 含 参 
变量 无 穷 积 分 和 含 参 变量 瑕 积分 . 我 们 先 来 讨论 含 参 变量 无 穷 积 分 . 
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17.2.1 “” 含 参 变量 无 穷 积 分 
设 函数 /(z,y) 在 已 x fc +ee) 上 有 定义 , 其 中 巨 c R 为 一 个 集合 . 
若 对 于 Vz e 已 广义 积分 / ”je gay 收敛 , 则 可 得 到 巨 上 的 函数 


+o0 
IJ 加 = 人 fwey, 


我 们 称 该 函数 为 含 参 变量 无 穷 积 分 . 

在 这 里 我 们 仍 将 讨论 I(z) 的 连续 性 、 可 微 性 以 及 积分 与 无 穷 积 
分 的 交换 性 等 问题 . 在 讨论 这 些 问 题 时 , 一 般 我 们 假定 EE 是 一 个 区 间 . 
如 同 函数 项 级 数 , 为 了 保证 I(z) 能 够 继承 f(x,y) 的 一 些 性 质 , 引入 含 
参 变量 无 穷 积 分 一 致 收敛 的 概念 是 必要 的 . 

定义 17.2.1 ” 设 函 数 f(z,y) 在 Ex[c,+oo) 上 有 定义 ,其 中 CR 
是 一 个 区 间 . 若 对 于 ve > 0, 34o > 0, 当 4 > ho 时 , 对 于 Vz e BE, 有 


I fe 全 
A 


则 称 含 参 变量 无 穷 积分 Yj(z,yjay 在 已 上 一 致 收敛 


在 一 致 收 敛 的 研究 中 , 柯 西 准则 是 一 个 非常 重要 的 理论 工具 . 
定理 17.2.1 设 函 数 f(z,y) 在 巨 x[c, 十 oo) 上 有 定义 ,其 中 EcR 


是 一 个 区 间 , 则 含 参 变 量 无 穷 积分 / jz,yay 在 上 一 致 收敛 的 
充分 必要 条 件 是 : 对 于 ve > 0, 34o > 0, 当 4, 4' > ho 时 ,对 于 vz EE 
有 
|/ Je < 
es 
证 明 ”必要 性 设 / f(z,y)dy 在 巨 上 一 臻 收敛, 则 对 于 > 
0, 34o > 0, 当 4 > ho 时 ,对 于 Yrze 忆 有 


三 yeaa < 了 
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从 而 当 4, 4' > ho 时 , 有 
[大 ja < WA ea < 3 十 3 =€ 


充分 性 ” 设 对 于 Ve > 0, 34o > 0, 当 4,4' > ho 时 , 对 于 vz EB 


A 局 
I/ ee < 了 (17.2.1) 
A 
这 说 明 / ”je gdy 在 每 点 =e 已 满足 柯 西 准则 , 从 而 它 点 点 收敛 
在 式 (17.2.1) 中 令 4' 一 +oo, 则 对 于 Yz e E, 都 有 
十 oo 
A 
证 毕 . 
设 函 数 f(z,y) 在 已 x[c,+oco) 上 有 定义 , 其 中 CR 是 一 个 区 间 . 
车 对 于 Vz e 已 ， yi |f(z,y)idy 收 和 敛 , 则 称 人 jz,y)dy 在 已 上 绝 
对 收敛 显然 , 若 ”f(z,way 在 已 上 绝对 收敛 则 三 ”Tta,b)dy 
在 互 上 收 化 ”另外 ,车 /ftc,alay 在 已 上 一 致 收敛 ， 则 称 


/ Ge 在 已 上 绝对 一 致 收敛 


定理 17.2.2 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) ” 设 函 数 f(z,y) 在 已 x[c,+oo) 
上 有 定义 , 其 中 如 CR 是 一 个 区 间 . 车 存在 函数 g(y)(y & [c+o0)), ), 使 


得 对 于 Vz e 忆 及 We [c+o0), 有 |f(z,)| < gy) 并且 g(ay 
收敛 , 则 / jf(w,y)ay 在 上 绝对 一 致 收敛 . 


证 明 对 于 Ye > 0, 由 三 g(y)dy 收敛 , 从 而 34o > 0, 当 4,4' > 
ho 时 ,有 RC 


817.2 ” 含 参 变量 广义 积分 ”279 


6 


| 人 了 9g(y)dy 


我 们 不 妨 设 4' > 4, 从 而 对 于 Vz e E, 有 
A’ A” A’ 
1/ Jeadl </ Veewev<f sav<e 


由 定理 17.2.1 知 ve 在 已 上 一 致 收敛 , 即 < f(z,y)dy 


在 巨 上 绝对 一 致 收敛 . 证 毕 . 

对 于 含 参 变量 无 穷 积分 一 致 收敛 的 判别 法 则 , 可 以 参照 无 穷 积 分 
的 收敛 判别 法 则 来 加 以 修改 得 到 .事实 上 , 只 要 将 后 者 的 判别 法 则 中 
的 条 件 对 参数 一 臻 满足 即 可 得 到 前 者 的 判别 法 则 . 我 们 有 下 面 的 两 个 
定理 . 

定理 17.2.3 ( 狄 利克 雷 判别 法 ) ” 设 函 数 f(z,y),g(z,Y) 在 Ex 
[c,+co) 上 有 定义 (其 中 CR 是 一 个 区 间 ), 并 且 满足 : 

(1) 存在 M > 0, 对 于 YA>c 及 Yrze BEB, 有 


A 
/ f(z, dy < M; 


(2) 对 任意 固定 的 ze E, g(z,y) 是 y 的 单调 函数 , 且 对 于 ve > 
0,34 > c, 当 y > 4 时 , 对 一 切 ze E, 有 |g(z,2)| < s, 即 当 y 一 +oo 


时 , g(z,y) 关于 z 一 致 趋 于 0， 
则 含 参 变量 无 积分 / yangle gay 在 已 上 -- 致 收 线 


证 明 对 于 4' > 4>ec' 由 定 积分 第 二 中 值 定理 , 35 e (4, 4 人 ), 使 
得 


A’ € 站 
/ foley =9(m, 4) fo)ay + ol A) {feway, 
A A E 


(17.2.2) 
由 (2) 知 ,对 于 Ye>0, 34o>c, 当 y> ho 时 ,对 一 切 zeB, 有 |g(zx,y)| < 
已 


因此 当 4' > 4 > ho 时 , 由 式 (17.2.2) 即 有 
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| 广 jz,y)g(z， yay < 


“je, ay - [ eg 


+ 2 [sewer- ea 


局 
私 一 一 一 
< MEM+2M)=e. 


证 毕 . 
定理 17.2.4 ( 阿 贝尔 判别 法 ) ” 设 函数 f(z,y),g(z,y) 在 Ex 
[c,+o0) 上 有 定义 (其 中 Ec R 是 一 个 区 间 ), 并 且 满足 : 


+o0 
/f(a 在 上 一 至 收 人 


(2) 对 任意 固定 的 z e 已, g(z,y) 是 y 的 单调 函数 , 并 且 存 在 常 
数 M >0, 对 于 Vze 巴 及 Vy e[c,+oo), 有 |g(z,y)| < M， 


则 含 参 变量 无 穷 积分 / je,y)g(zy)dy 在 已 上 -至 收敛 
证 明 对 于 4' > 4 > c, 我 们 仍然 有 式 (17.2.2). 
由 三 jz,y)dy 在 妃 上 一 致 收敛 , 对 于 ve > 0,34o > c, 当 4' > 


部 
4 > ho 时 ,对 一 切 ze E, 有 1/ Je < 3 从 而 由 式 (17.2.2) 


用 


| f(z,y)g(z, | < (g(r, M+ lols, A)) < 
证 毕 二 
例 17.2.1 证 明 含 参 变 量 无 务 积 分 / yzerydy, 满足 : 
0 


(1) 在 [0,M] (0 < M < +co) 上 一 致 收敛 ; 
(2) 在 [0,+ce) 上 不 一 致 收敛 . 
证 明 (1) 对 于 Yz e [0,M], 有 


0<yre ry 和 ye-y. 
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十 oo +o0 
由 于 / yMe-vdy 收敛 , 由 定理 17.2.4 知 ， / yre-vdy 在 [0, M] 
0 0 
上 一 致 收敛 . 页 
(2) 对 任意 的 ho > 1, 任 取 41 > 4o, 42 = 41+1， 考查 / yze-ydy. 

4 

由 于 lim 4fe-4 = +oco, 从 而 存在 z'€ (0,+oo), 使 得 4fe-4 > 1， 

因此 


42  ， 二 
/ Ve ydy > AT e-42dy > 1. 
41 41 


这 说 明 ”reryay 在 ,+oo) 上 不 -一致 收 生 
0 
例 17.2.2 ”证 明 含 变量 无 穷 积 分 用 到 型 
0 


(1) 在 [ao,+co) (ao > 0) 上 一 致 收 和 全; 

(2) 在 (0,+co) 内 不 一 致 收敛 . 

证 明 (1) 方法 1 设 f(z,y) = sinzyg(z,y) = 上 则 对 于 vz e 
[aeo,+ceo) 及 YA > 0, 有 


| 矿 Ja = |[ sad 三 -ea < 志 
而 gz, = > 关于 y 单调 , 且 对 z e [ao, +co) 一 致 趋 于 0, 由 狄 利克 
和 雷 关 别 法 知 人 让 垩 于 dy 在 [on +cc) 上 一 致 收 全 
方法 2 对 于 vs > 0, 由 [Py 收敛 , 从 而 存在 4o > 0, 使 


得 当 4 > ho 时 ,有 a 
siny 
一 dy| < <. 
A 


a 


取 41 = 鱼 则 当 4 > 4 时 ,对 一 切 ze lao,+o0), 有 ZzA> ao = 
40, 从 而 有 
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过 | 要 人 ay pe 
A y A y 


因此 vi ay 在 ao, +oo) 上 一 致 收 伊 


(2 ) 取 z= 示人 esN)， 我 们 有 


Sk os 5kr Sin 一 Sk 
S 1 :i 
a / > / sn | -2 
Akn y 4 2 Sk | Jakr 9 57 


因此 aa = 忌 ， 对 vA > 0, 存在 正 整数 be > 4, 从 而 34' = 4ko7， 
A"=5kor>A 及 zz =- 吉 < e (0,+oo), 使 得 


A 
/ yoy > go. 
A’ y 


这 说 明 [ 人 垩 型 ty 在 (0 +eo) 内 不 -至 收 全 
0 

例 17.2.3 ” 设 函 数 f(z) 在 [0,+o0) 内 连续 ， 证明 无 穷 积分 
ydz 对 ae QQ +eo) 一 致 收 全 的 充分 必要 条 件 是 无 当 积 
0 
分 三 f(z)dz 收敛 

a 十 co 

证 明 ”充分 性 ”由 于 /(z) 与 a 无 关 , 且 / f(z)dz 收敛 , 从 而 


它 关 于 a e (0,+eo) 一 致 收敛 . 而 对 于 Ya e (0,+oco), e-%? 关于 z 单 
调 下 降 , 且 对 于 va se (0,+oo) 及 Yr e [0,+eo), 有 le-%?| < 1. 由 阿 贝 


尔 判别 法 知 [ oer f(z)dz 对 于 ae (0,+o0) 一 致 收 全 
0 
必要 性 ”我们 用 反 证 法 ， 设 小 f(z)dz 发 散 , 则 3eo > 0, 对 
0 
于 YAho > 0, 34? > hi > ho, 使 得 


i f(z)dr 


> 2e0. 
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由 于 F(z,Q) = ezjf(z) 在 [41, 42] x [0,+co) 内 连续 , 从 而 有 


,limo 和 e-or f(z)dz = A f(z)dz. 
因此 3a’ > 0, 使 得 


三 。 erwzj(zjdz 


这 说 明 人。 -of(z)dz 对 ae (0,+o0) 不 一 致 收敛. 此 矛盾 便 证 明 
了 必要 性 . 
17.2.2 含 参 变量 无 穷 积分 的 性 质 


为 了 讨论 含 参 变量 无 穷 积 分 的 性 质 , 我 们 下 面 建立 一 个 含 参 变量 
无 穷 积 分 一 致 收敛 与 函数 序列 一 致 收敛 的 关系 定理 . 
定理 17.2.5 ” 设 函 数 f(z,y) 在 巨 x [c+oo) 上 有 定义 , 其 中 瑟 C 


R, 则 含 参 变量 无 积分 人 je gay 在 B 上 一 至 收敛 的 充分 必要 
条 件 是 : 对 任意 的 满足 条 件 


=>/ f(z)az 


> 了 2so = 50. 


c<ti<ta<-:.…<ti<:… 且 im tk = 十 oo 
一 oo 


的 序列 fn}， 函数 序列 F(z) = / “jeg)ay (k=12,.…) 在 EB 上 一 
致 收敛 

证 明 必 委 性 设 / jle gay 在 已 上 一 致 收 竹 , 则 对 于 we > 
0, 34o > 0, 当 4,4' > 加 时， 对 一 切 ze E, 有 
由 f(a <e. 


现 设 {t} 是 一 列 单调 趋 于 +co 的 序列 , 且 >c, 则 3K EN, 当 k>K 
时 , 有 tt > ho, 从 而 当 k',k > K 时 , 有 
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及 四 一 配 l= | 1 ee <e 


对 一 切 re EB 成立， 利用 函数 序列 一 致 收敛 的 柯 西 准则 知 {F(x)} 
在 马上 一 致 收敛 . 


十 oo 
充分 性 “倘若 / f(z,y)dy 在 已 上 不 一 致 收敛 , 则 3eo > 0, 对 
于 YA > 0,34',,4/ > A 及 ze ,使 得 


| / (ewayl Se 
大 
令 4=1L 则 存在 1< 攻 < 帮 及 rie 瑟 ,使 得 


人 
| reeseyl > eo 


利用 数学 归纳 法 易于 推 知 , 存在 两 个 序列 { 长 }，{ 攻 } 它们 满足 k < 
故 < 帮 < 故 f < 故 f 并 且 3zke 瑟 (=12……), 使 得 


妈 
| / Sn eo. 
族 


由 此 取 {tk} = 攻 ; 胡 ,区 , 胡 ,让 邦 ,…} 则 由 函数 序列 一 致 收敛 的 
柯 西 准则 知 F(z ,= f(zsy)dy (k= 2,…) 在 妃 上 不 一 致 收敛 . 


此 矛盾 便 证 明了 充分 性 . 证 毕 . 
容易 看 出 , 在 定理 17.2.5 中 , 若 由 f(z,y)dy 在 妃 上 一 致 收 钱 ， 


则 对 任意 满足 该 定理 条 件 的 {tt}, 当 大 一 co 时 , 都 有 


F(z) jf(z,y)dy (ze E). 


在 讨论 含 参 变量 积分 的 连续 性 时 , 我 们 一 般 设 是 一 个 区 间 . 对 
此 我 们 有 下 面 的 结论 . 
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定理 17.2.6 ” 设 函 数 f(z,y) 在 互 x [c,+oo) 上 连续 ,其 中 CR 
是 一 个 区 间 , 并 且 含 参 变量 无 从 积分 / (egdy 在 上 一 致 收敛 
到 函数 rz), 则 -7z) 在 上 连续 

证 明 对 于 Yk EN, 令 页 = 二 c+ 及 所 (z) = [sav 


则 及 (z) 在 已 上 连续 , 且 当 大 一 co 时 , F(z) 马 T(z) (ze B). 由 于 一 
致 收敛 的 连续 函数 序列 其 极限 函数 必 连 续 , 我 们 知 T(z) 在 上 连续 . 
证 毕 . 

定理 17.2.7 ” 设 函 数 f(z,y) 在 [a,b) x [c, 十 oo) 上 连续 , 且 含 参 变 


量 无 兴 积 分 / “jGz,y)ay 在 [a, 上 一 致 收敛 , 则 有 


ff f(z,y)dy = 人 wf f(r,y)dz. (17.2.3) 


证 明 ”由 定理 17.2.6 知 , T(z) = £: f(z,y)dy 在 [a, 相 上 连续 ， 
此 在 [a, 相 上 可 积 , 从 而 式 (17.2.3) 左边 的 积分 存在 . 任 取 单 调 上 升 趋 
于 +oo 的 序列 {tx} (ti > oj, 则 有 Fk(z ;= f(z,9)dy (k= 1,2,...) 

在 [a,4] 上 一 致 收敛 由 函数 序列 积分 se 


人 T(z)dz -/ im F(z)dz = Am。 让 dz 广 jz,y)dy 
tk b 
=Jim a/ f(r,y)dz. 
由 于 fk) 是 任 一 单调 上 升 直 于 +oo 的 序列 , 且 aim ay /fea 
收 全 ,所 以 无 积分 | ( / f(ar)ay 收敛 , 并 且 


dm J av [sleway = pA ay feewav 
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现在 我 们 来 讨论 含 参 变量 无 穷 积 分 对 参 变量 的 导数 . 对 此 有 以 下 
定理 . 
定理 17.2.8 ” 设 函数 f(z,y) 及 其 偏 导数 f(z,y) 在 Ex [c, +00) 


上 连续 ,其 中 Bc 是 一 个 区 间 , 再 设 存在 ze 忆 使 得 / Cao vay 
收敛 , 并 且 [°° 及 (zy)dy 在 已 上 一 致 收敛 , 则 
Hoo 
GD) Ta) = /fetay 在 上 一 至 收 全 


十 oo / 十 oo 
OraD=(/ ew) =/ ea 
证 明 。 任 取 一 列 严格 上 升 趋 于 +oo 的 序列 { 纹 } (ti > oj 记 
Fn)= 人 fendy 
由 定理 17.1.3 知 , F(z) 存在 , 并 且 


mo) =/ few)dy (k=1,2,..). 
故 函数 序列 {F(z)} 满足 : 
(a) {x(z0)} 收敛 ; 
(b) {RL(z)} 在 上 一 致 收 全 
由 函数 序列 一 致 收敛 的 性 质 知 , {F(z)} 在 巨 一 致 收敛 . 由 定理 17.2.5 
知 矿 ”7tey)ay 在 已 上 -- 致 收 人 


特别 地 , 取 丸 = c+ 及 则 {F(z)} 在 已 上 一 致 收敛 到 I(z). 由 定 
理 17.2.5 知 { 开 (z)} 在 已 上 一 致 收敛 , 从 而 由 函数 序列 求 导数 与 极限 
交换 的 定理 有 


tk 十 oo 
r= bm Fo) = Lm 人 Net- 人 endy 
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Cs 17.2.4 ( 狄 尼 定 理 ) ” 设 函 数 f(z,y) 在 fa 中 x [c,+co) 上 连续 
且 不 变 号 , 再 设 对 于 Vz € [a,4], 1(z) = / ”Heady 收敛 且 T(z) 
在 ,外 上 连续 , 证 明 1(z) 在 [a, 晶 上 一 致 收敛 . 
证 明 ”不 妨 设 对 于 V(x,y) e fa 如 x [c,+oo), 有 f(x,y) > 0. 任 取 
一 个 严格 单调 上 升 趋 于 +oo 的 序列 {t} (t1 > c), 考查 
my= ey 帮 =12. 
则 对 任意 的 z e [a,0], {F(z)} 是 单调 上 升序 列 , 且 
dim F(z) = 1(z) es Cla, tl. 
此 由 函数 序列 收敛 的 犹 尼 定 理 知 , {F(z)} 在 [a,9] 上 一 致 收敛 到 I(z). 
再 由 定理 17.2.5 知 , T(x) = / . f(z,)dy 在 [a, 四 .上 一 致 收敛 . 
例 17.2.5 计算 多 利克 雷 积 分 / ”sdr 


解 ”在 第 十 二 章 傅 里 叶 级 数 中 , 我 们 曾 计算 出 该 积分 的 值 . 现在 
我 们 应 用 含 参 变量 积分 理论 来 求 它 的 值 . 


令 Sin 
T(a) =/ e 一 dz， 
0 


I 


| 


+% sinm 
则 I(a) 是 一 个 含 参 变量 无 穷 积分 ， 由 于 / 于 qz 收 化 (从 而 它 
0 
关于 a 一 致 收敛 )，er"z 对 一 切 a € (0,+eo) 关于 zx 单调 , 并 且 对 
于 va € (0,+00) 及 Vz € [0+oo)， 有 le-*?| < 1, 由 阿 贝 尔 判别 法 
知 ， / er-ozsZdz 对 a e (0,+00) 一 致 收 化 ， 又 因为 对 于 Ya e 
0 


3 
0 sinz ev 
eT— )=—e sinz, 


aa z 


(0,+oo)， 
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且 对 ao > 0， [esna)as 在 [ao, 十 oo) 一 致 收敛 ， 从 而 对 
于 va e (0,+o0), 有 


+o0 
I'(Q) = 一 / eez sinzdz 
0 


+o0 
一 ez Co08Z 


十 co 
十 of e coszdz 
0 


+oo +o0 
+o? / e ez sin Zdz. 
0 0 


0 


三 一 1 十 ae “sinz 


由 上 式 推 出 
了 (a) = 一 | esinzdz = -I 
从 而 T(a) = -/ ado 一 arctana 十 C， 


其 中 C 为 常数 . 由 于 


al=| 太 = zsinZd 


对 一 切 a e (0,+oo) 成 立 , 因此 有 


十 oo 
1 
< /eet 
0 a 


: nT 
im To) = lim (一 arctan a 十 C) 一 -5 十 人 


所 以 C = 7 再 注意 到 I(a) 在 a = 0 处 右 连续 , 我 们 最 后 有 


2 +o0 si 

元 8 i a Sin% 

; = lim ,1(0) = 站 sim (e se )==/ dz. 
17.2.3 ” 含 参 变量 瑕 积分 


设 函 数 f(z,y) 在 [a,9] x (c 可 上 连续 , 当 z € [a,4] 时 , f(z,y) 以 
为 瑕 点 . 若 对 任意 z e la, 中 , 瑕 积分 


d 
IJ 四 = | feway (17.2.4) 
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收敛 , 则 I(z) 为 在 [ab 上 有 定义 的 函数 .通常 我 们 称 T(z) 为 含 参 
变量 瑕 积分 .如 同 含 参 变量 无 穷 积 分 , 读者 可 以 讨论 含 参 变 量 瑕 积分 


的 一 致 收敛 性 以 及 它 的 性 质 ， 当 然 , 利用 变换 y = 一， 我 们 可 以 


t—ce’ 


到 2 1 dt 
将 (17.2.4) 化 成 含 参 变量 无 穷 积分 f 人 二) Ez 从 i 得 


到 含 参 变量 瑕 积分 的 相应 结果 . 在 这 里 我 们 就 不 再 袭 述 了 . 

另外 , 我 们 要 指出 的 是 , 含 参 变量 积分 的 理论 可 以 向 参 变量 更 广泛 
的 变化 的 范围 及 更 广泛 的 积分 进行 推广 . 例如 , 设 mxn 元 函数 f(z,y) 
在 有 界 闭 区 域 Di x Da C Rm x R" 上 连续 , 则 


je 


定义 了 Di 上 的 函数 I(z). 类 似 于 含 参 变量 积分 , 我 们 可 以 讨论 I(z) 
在 Di 的 连续 性 、 可 积 性 、 重 积分 的 交换 性 以 及 T(z) 的 各 个 偏 导 数 的 
存在 性 等 问题 . 

特别 地 , 我 们 回 到 在 本 章 开始 时 提出 的 问题 . 设 5 C R? 是 空间 一 
个 光滑 双 侧 曲面 , 其 边界 由 有 限 条 光滑 闭 曲 线 组 成 , 当 一 个 不 稳定 流量 
场 F(z,y,z,t) 在 5x[a, 四 上 连续 时 ,我 们 可 以 用 以 下 方法 求 某 一 时 间 
段 [to,t1] c [a,4] 内 通过 5 的 流量 . 首先 我 们 可 以 证 明 : 

S(t) = 内 F(zx,y,z,t):n(r,y,z2)ds 

qa, 站 上 一 致 连续 , 其 中 n 是 5 指定 侧 的 单位 法 向 量 .， 事实 上 , 由 
玉 .n 在 D = 5 x [a,4] 上 连续 且 注 意 到 D 是 R4 中 的 紧 集 ,从 


五 .7m 在 D 上 一 致 连续 . 因此 对 于 ve > 0,35 > 0, 当 ,to € [oa 如 
t1 一 to| <6 时 , 对 于 VY(z,y,z)e€ 5S, 有 


巴 到 中 旦 


[P(e sb) :ne 7) — Fle,y, zto) mt < 3 
其 中 s 是 曲面 5 的 面积 , 从 而 有 


内 F(z,y,2,t1): n(z,y,2)dS 一 内 F(z,Yy,z,t2) :n(x,y,z)dS 
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< [rewat) ):-n(z,y,2) — F(z,y,z,t2) :n(x,y,z2)|dS < e. 


这 说 明了 /三 P(e.n(e,y, ad5 在 [中 上 一 致 连续 . 这样 一 来 
我 们 很 自然 地 将 在 时 间 [to,] c [a,5] 内 流体 通过 5 的 流量 由 下 述 积 
分 式 表 出 : 

Q= dt 内 F(x,y,2,t):n(z,y,z)d5. 
特别 地 , 当 F 是 稳定 场 时 , 单位 时 间 通 过 5 的 流量 


to 二 1 
a at [| Fmas = Jr: nds. 


这 与 我 们 在 第 二 型 面积 分 所 得 到 的 结果 是 一 致 的 


$17.3 醋 函数 与 B 函数 
T 函数 与 B 函数 是 两 类 重要 的 由 含 参 变量 积分 所 定义 的 函数 , 它 
们 在 许多 理论 问题 和 实际 计算 中 有 着 广泛 的 应 用 . 
17.3.1 工 函数 


T ( 读 做 : 伽 马 ) 函数 是 由 如 下 含 参 变量 积分 定义 的 函数 : 
+oo 
加 = 
T(s) / 2 
注意 到 , 当 s< 1 时 ,z=0 是 zs-le-=* 的 瑕 点 , 若 记 


1 十 oo 
T(s) =/ serar+t / IT 
0 1 


则 上 式 右边 的 瑕 积分 当 s > 0 时 收敛 , 而 无 穷 积 分 对 任何 的 se RR 
均 收 敛 , 所 以 FT(s) 的 定义 域 为 (0,+co)， 显 然 , 对 于 Ys € (0, +00)， 
有 T(s)>0. 

下 面 我 们 来 讨论 T 函数 的 一 些 性 质 . 

性 质 17.3.1 函数 具有 递 推 公式 : T(s +1) = sT(s) (s > 0). 
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证 明 ”由 定义 有 


证 毕 . 
从 性 质 17.3.1 中 的 递 推 公式 知 , 对 任何 ke N,T(K+DT) = 及. 事 
实 上 ， 


T(k+1) =kT(k) =k(k— 1)T(k—1)=...= kT(1) 
-uf e "dz = kk. 
0 了 

性 质 17.3.2 函数 具有 以 下 形式 : T(s) = 2 人/ 1 S201-s? dy 
(s > 0). ° 

证 明 令 z= 刀 , 则 dz = 2tdt 因此 

+oo +oo 
8 一 1 一 工 2s—1,—t? 
r=/ wo dz=2 人 


将 积分 变量 t 换 回 z 即 得 . 证 毕 . 
性 质 17.3.3 了 函数 T(s) e C™(0, +o0). 
证 明 ”由 于 对 于 Yk e N， 


所 ce = 21(lnz)ke-z; 
我 们 只 需 证 明 : 对 于 任意 给 定 的 so e (0,+oeo) 以 及 Yk € RN， 
三 > li(nz)kse-zdz 在 [有 2,s0 和 ]] 上 一 致 收敛 . 
0 
事实 上 , 当 0 <z< 1 时, 对 于 ve > 加 ,有 


zl|(Inz)*le-” < zl|(In z)*|, 
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而 四 z 尘 -1|(tnz)kldz 收敛 , 从 而 了 zs li(lnz)ke-rdz 对 s> 2 绝 
0 0 2 


对 一 致 收敛 . 
当 z>1 时 ,对 于 vs<so+1, 有 


zs-1| Inz|*e-z < zeo+kerz， 
+oo +oo 
而 / zso+ke-zdz 收敛 , 从 而 / Tl(Inz)te ?dz 对 s<so+l 
0 1 
绝对 一 致 收敛 . 
结合 上 述 两 种 情形 知 , / ”minzjte-"dz 在 [名 ,s0+ 1] 上 一 
0 
致 收敛 . 
由 含 参 变量 积分 的 求 导 数 定理 知 
+oo 
(kK) (oo 二 ko-zdz 
T (so) 人 hr rd 


再 由 so e (0, +o0) 的 任意 性 以 及 ke N 的 任意 性 知 T(s) € Cece(0, +co). 
证 毕 . 
性 质 17.3.4 T(s) 与 InT(s) 都 是 (0, +o0) 内 的 严格 凸 函 数 . 
证 明 由 ro = / ltnzjzer-zdz > 0, 我 们 知 (s) 是 
0 
(0, +oo) 内 的 严格 凸 函 数 . 


由 (InT(s)) = 多 


(nT(s))” = 


TGS)T"(s) 一 Ts) 
TI?(s) : 


现 证 明 (InT(s))” > 0. 事实 上 , 由 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 我 们 有 
T(s)T"(s) = 三 Ze le-zdz 全 2°-1(Inz)2errds 
0 0 
十 oo 2 
8—1 一 到 d > Tv 2 
>(/ lzs Inze “| z) > (T(s)) 
因此 InT(s) 也 是 (0,+eo) 内 的 严格 凸 函数 . 证 毕 . 
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17.3.2 B 函数 
B ( 读 做 : 贝塔 ) 函数 是 由 如 下 含 两 个 参 变量 的 瑕 积分 定义 的 函数 : 


1 
B(p,9) = / ZP-1(1 ~ 1) 1dz. 


由 瑕 积分 的 收敛 判别 法 容易 知道 , B(p,9) 的 定义 域 为 p>0 及 g>0. 
对 于 B 函数 , 我 们 有 以 下 性 质 : 
性 质 17.3.5 ”B 函数 有 以 下 对 称 性 和 逆 推 公式 : 
(1) 对 称 性 : B(p,q) = B(q,p) (p,q > 0); 


(2) 递 推 公式 : B(p,q) = i Bp 19 (p>19>0). 


证 明 (1) 只 要 作 变 量 替 换 z = 1 一 t 即 可 . 
(2) 利用 分 部 积分 我 们 有 


1 
B(p,g) =B(g,7) =/ i 一 zjp-ldzs 


1 
一 二 z9(1 — x)? -1 
: ) 


1 se 1 
后 2 二 人/ ZI(1 — T)? ?dr 
0 9 Jo 


人 1 
-|/ ss) de 人 zl(1 -oaz] 
gq 0 0 


p—1 p—1 
= 一 -Blqwp-1) -一 一 B(qp)， 
(gp—1) 了 (g,7) 


因此 2 Bp,g) = 2 Be- 1,4), 
整理 即 得 l 
本 
B(p, dg) = Bd TB 一 1 9) 
证 毕 . 


与 (2) 的 证 明 类 似 , 利用 对 称 性 , 当 p > 19 > 1 时 , 我 们 有 下 面 
的 递 推 式 : 
一 DJ 一 DJ 


Blp,g) = (p+g—1)(p+g—2) 


B(p—1,g~1). 
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性 质 17.3.6 ”B 函数 具有 以 下 形式 : 
(1) B(p,g) = 2 cos2? -1 0sin 1 0d0 (p,q > 0); 
0 


Z9-1 


+oc 
Boq =- 人 Ta 
证 明 (1) 只 要 通过 令 z = sin2 0 作 积分 变换 即 可 . 
(2) 只 要 令 通过 z= i 作 积 分 变换 即 可 . 证 毕 . 


dr (p,qg > 0). 


17.3.3 工 函数 与 B 函数 的 关系 
对 于 工 函数 与 B 函数 的 关系 , 我 们 有 以 下 的 结论 : 
定理 17.3.7 设 p>0,g>0, 则 有 B(p,d) = ee 
证 明 ”由 性 质 17.3.2 有 
证 2p 一 1 一 z2 2 人 2g—1,—y? 
r=2/ wh de r=2/ ye Y dy. 
车 令 D= {(z,y) :0 < z<+00,0<y<+o0}, 则 有 
ror@=4// eye aray. 
利用 极 坐 标 变换 z = rcos0, y = rsing, 并 令 
Di={rc0:0<r<+oo0<so< 了 )， 


则 有 
T(p)T(q) =4 // 7r2(p+9)-~1e-r” cos2p-1gsin2g-1gdrdb 
D1 


到 。 +o0 
=(? / cos2p-10sin29 :oa 人 / 12(p+9) lo—r ar) 
0 0 


=B(p, g)T (p+ 9). 
推论 。B(p,g) 在 (0,+o0) x (0,+oc) 内 具有 任意 阶 偏 导数 . 
定理 17.3.8 ( 余 元 公式 ) ” 设 0<p<1, 则 有 
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Blp,1—7)=T(pT(1 -7)= pe 


_ +o0 zp-1 1 
证 明 由 于 Blp,1- 岂 = 人 汪 dz, 利用 变量 特 换 z= 了 有 


+o0 zp-l 1 yj-p 
/ Te =/ 证 
1 ZP-1 十 Z-P 
Bl(p,1— 7p) =/ Ts: 
我 们 将 一 = 展 成 宕 级 数 , 从 而 有 
7 zp 一 1 十 了 -2? 


B(p,1—p)= lim / 一 一 -一 一 dr 
r=1-0Jo 


1 十 Z 


+ [+o0 十 oo 
_T KK+P 一 1 —1)*z*-? 
,地 ,人 也 1)*z + 1)*z | 
十 cc 十 oo 
CD tp (= yh-p+1 
, 吉 ,| 区 tn pn 


p+ 


因此 有 


人 


D2 —k2 
由 于 cospz 的 健 里 叶 级 数 
1 xm 和 
cospz = 2 上 十 DF 二 eoska| 


在 |z| < r 处 处 收敛 , 令 z = 0 即 得 


sin pT 


1 tp 吕 
Bl-p -5+2D) py 
证 毕 . 
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特别 地 , 在 余 元 公式 中 令 p= ,得 


FfNrfL 
的 -贡生 69- mn 
即 工 全 = VR. 由 递 推 公式 及 余 元 公式 , 车 我 们 知道 r(s) 在 (6, 让 
中 的 值 , 则 可 求 出 它 在 (0, +co) 的 所 有 值 . 值得 注意 的 是 , 我 们 又 一 次 
oh [= 3T G3) = 
例 17.3.1 计算 定 积分 及 = 人 rds [ ed 


0 
解 ”在 第 七 章 定 积 分 中 我 们 已 经 计算 过 此 积分 , 但 由 B 函数 的 定 
义 我 们 有 


I 2 17sin* 3 17dz 
1 n+1 
6 
FIAYfa+1l n+l 人 fn+l_ nrf1 
人 
lle ene 
(: 2 ( 


2 
n+2 n+2 n 1 . 
(3) 
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n 为 偶数 ， 


nl 2， 
A n 为 奇数 . 


例 17.3.2 求 R" 中 单位 球体 D:zz+z+…+z2< 和 LI 的 体积 . 
解 ” 由 n 重 积分 的 几何 意义 知 , 所 求 体积 为 


v=//-…/ dzldzz .…dzn， 
D 
类 似 于 三 维 情形 的 球 坐 标 变 换 , 我 们 令 变换 为 


ZX1 =7Cos01, 


Z2 = 7sinO1 cos 02， 
Z3 一 rsin bl sin go cos 03， 


Zn-1 一 rsingbisinbo.…sinb 2cosg 1l， 


Zn 一 rsinbglsnb .snb 2sinO,_ 1, 


其 中 0<r<10<bb ,9 2<Tf0<gn-l<2r, 则 其 雅 可 比 
行列 式 
zza …，,zn) rn-lsinn-20 sin" 30,...sing, 2. 


O(7,01,02,." ,0n_2) 
由 此 得 


v=/f-…/ daa dh 
9 D 


2r i 站 
= dbn_1 / dg _2.. / dp | m1 sin™-2 01 
0 0 6 局 


.sinn-3b2 .singn_ adr 


2 i 
= 一 sin” “0)d0) sin" ™" 62d02) … singn_2dqg 2 
n\o 0 0 
2r 1n—-1 1n-2 1 
-3 
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习题 十 七 


1. 举例 说 明 在 D = [0,1] x [0,1] 上 存在 函数 f(z,y), 使 得 它 同时 
满足 以 下 条 件 : 
(1) f(z,) 的 不 连续 点 在 D 稠密 ; 


四 对 于 we Ta = f(a)ay 存在 ,并且 To) 在 [0 
上 连续 . 

2. 设 函 数 f(z,y) 在 D = [a,9]x [c,d] 上 连续 , 证 明 : 对 于 v(x,w) e 
D, Te 加 = 广 ftewwav 存在 , 并 且 Tc 在 D 上 连续 

3. 设 N(0,1) C R", 函数 f(z,y) 在 N(0,1) x N(0,1) 上 连续 , 证 
明 : 对 于 ve e NO,1), I(z) = [fh fe wana .dyn 存 


在 , 并 且 在 N(0,1) 上 连续 . 
4. 求 下 列 极限 ; 


Coszy _ 1 dy 
wa Eid om/ ri 
5. 计算 无 穷 积分 eg (a >65>0). 


bz2 


6. 计算 无 穷 积分 人 sie (b>a>0). 
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7 求 下 列 函 数 的 导数 : 
b+z sin rT2 psinz 
yr@=/ Sa r= {oasas 


3) FD)=/ E FR Po)- [eeonayay. 
8. 设 函 数 f(z,y,z), 俯 (z,y,2) 在 可 求 体积 的 有 界 闭 区 域 [a,bj xD 
上 连续 , 其 中 [a,6] Cc R, D c R? 是 可 求 面积 的 有 界 闭 区 域 . 证 明 : 函 
= 几 f(z,y,z)dydz 在 [ab 上 有 定义 、 可 微 , 并 且 


F(z) = / fez y, 2)dydz. 
9. 设 函 数 f(z) e C2(R), g(z) e C1(R), 并 令 
u(z,t) = = 2/( T+at)+ f(r—at)+ /say 
xT—at 


证 明 : 当 ze (一 00, 十 00), t€ [0,+co) 时 , u(x,t) 具有 连续 二 阶 偏 导数 ， 
且 满 足 
加 绑 -3 uc 一 Ha 国 
10. 设 函数 f(t) e Gia 求 函 数 
F(z0,T1,° Tn, Yn ,Yn) 


二 i: ORE Se -Peonttt wsinid)] 


a 0) 


= g(2). 


的 最 小 值 . 

11. 设 函 数 f(t) < C(R), 证 明 p(z) = 六 7 dina(2 1)di 清 
足 pg"(z) 十 ao2yp(z) = f(z) (其 中 a 是非 零 常数 ), 并 求 p(0), p'(0). 

12. 证 明 函 数 Ji(z) = 三 矿 cos(zsin 9)d9 满足 


ZN (1) + TRL) +z2.Jo(z) = 0. 
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t 


某 个 邻 域 内 是 否 存在 连续 函数 y = g(z), 满足 g(0) = 1 和 f(x,g(z)) = 
0? 


13. 设 函数 /(z， 苏 宇 上 sin(Z +y0) 人 tos, 间 : 在 z= 二 0 的 


14. 利用 去 三 记忆 ad0=10<r<1) 求 定 积分 


1 一 2rcosb 十 72 
2r 
I(r) =-/ ln(1 — 2r cos0 +7r2)db. 
0 


15. 证 明 下 列 含 参 变量 积分 在 指定 集合 上 一 致 收敛 : 
yar (z 2 0); 


(2) 人 Ty (ze (—M,M),0 < M < +o00); 
+oe sin ln(] 十 
(3) / 四 Ee 9 Yay 


(4) 站 YD (ep,1). 


Vi/4+z 
16. 讨论 下 列 含 参 变量 积分 的 一 致 收敛 性 : 
(1) 太一 (aljz>a>0i(b)z>0. 
机 


了 
+) 
y 


mf By, 其 中 (a)0<agsz<b<+o;(b)z>0. 


(z>a>0); 


条 ere-0"*dy, 其 中 (a) z < a < +o0; (b) ze (00, +00). 
17. 设 函 数 /(z,y) 在 [中 x [0, +oo) 上 连续 , 且 含 参 变量 无 淄 积 

分 / ”je dy 在 开 区 间 (a,5) 内 一 致 收 剑 证 明 该 含 参 变 量 无 穷 
0 


积分 必 在 闲 区 间 fo, 上 一 致 收敛 利用 此 结论 讨论 / -oz gin zdz 
0 
在 (0, +eo) 内 的 一 致 收敛 性 . 
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18. 设 函 数 f(z) -/ oy, 试 求 lm f(z) 和 _lim_f(z). 


19， 利 用 含 参 变量 无 穷 积分 F(a) = 1 -各 qz 求 无 穷 积 
0 
分 ez ?dy. 
20. 求 含 参 变量 无 穷 积分 my ay 


21. 求 无 穷 积分 fi ear. 
0 


22. 求 含 参 变 量 无 穷 积分 Gd 
0 


to ginz 不 to sin? 7 
23. 利用 / 于 2qr 了, 求 无 穷 积分 S257dz 的 值 
十 oo 
24. 求 极限 mf sin(e™Y)dy. 
25 证 明 函 数 F(z) = / ”3 深 Yay 在 (0,+o0) 内 具有 连续 导数 
1 


十 oo 。 二 
26. 计算 无 穷 积分 / er 了 好 一 sazdz(a > 0, > a > 0). 
0 


I 
27. 设 函 数 f(z) 在 [0,+co) 上 连续 , 且 f(+00) = slim f(r) 存 
在 . 证 明 : 


+oo > 
/ fe) fles) a, = (fdoo — f(0)) In2 En 
利用 上 述 结果 求 / YY srtan(be) arctanezjdz (ob > 0), 


28. 设 函 数 f(z) € CI[0, +co)， na 三。 /er 与 1 但 
都 收敛 证 明 I(t ;=- 广 ztf(z)dz 在 (11) 办 具有 
0 
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十 oo 十 oo rz—y 十 oo 十 oo LT—Yy 
29. 证 明 : / af Ew / wf [EE 
30. 计算 下 列 广 义 积分 : 


1) A i 人 (2) Vian zdz; 

(3) nn zdz; (4) tan? zdz (|p| < 1); 
A e-2z 

(5) [ 万 dz; (6) [ sin4 0 cos5 0d0; 

(7) 站 了: (8) / 2-zzdz. 


31. 证 明 B 函数 具有 以 下 形式 : 

1 ra 一 一 1 
GOBea = 人 rr 

1 TB-1 
(2) B(a, 8) = 上 Fr 
32. 求 曲线 zf +y3 =1 所 围 区 域 的 面积 . 
33. 求 曲面 x 十 太 十 z 二 一 和 (a > 0) 与 坐标 平面 在 第 一 象限 所 
围 立体 的 体积 . 


+o0 
34. 求 极限 lim er dz. 
am+oo 几 


35. 求 极限 lim 人 a 
0 


a 一 +oo 1 +za 


10. 
11. 


Do DR er 
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第 十 三 章 


， 将 要 证 的 不 等 式 两 边 平方 , 然后 利用 内 积 的 性 质 . 
(1) 否 ; ”(2) 否 . 
~ (D {bl):0 gt<1; (2) {01,1),(1,0),(1,—D}; 


(3) EU{(z,9) :2 + = 1}. 


，(D 内 部 : Be = @; 外 部 : (Bo = R3\{(z,y,) :2 > 0y> 0z 一 1}; 边 


界 : 8E = {(z,y,z) :7 >0,y>0,z=1}; 

闭 包 : 互 = {(z,y,z) :£20,y>0,z=1}. 

(2) 内 部 : EB° = EE; 外 部 : (EB°)? = R?\{(z,y) :£0,722 + 一 27 >1); 
边界 : 8E = {(z,y) : z = 0,z?+ 妇 2 一 2z > 1}U{(z,Y) : z > 0,z2?+W2 一 2z = 
1}; 闭 包 : 百 = {(z,y) :5 >0,72 + 一 27>1}. 


DT 


.由 定义 直接 证 明 . 


直接 验证 . 


， 由 定义 直接 证 明 . 
. (1) 车 已 是 开 集 , 则 Ei 与 Eo 均 为 开 集 ; 车 妃 是 闭 集 ， 则 未 必 正 确 ， 


各 B={(E*) :hEN}, 忆 是 中 的 亲信 ,但 = 储 :keN} 不 
是 闭 集 . 

(2) 均 否 定 , 如 El = {(-1,1)}, 而 EBE= {lo : 3 gz+ < 路 
利用 第 3 题 的 (3). 

(D) Ei= {29) :2 + <1}, Eo= {0,9) :7 + > 1 

(2) El = R, E2 = {(z,y) :y=e€ ",z€ [0,+00)}; 

(3) 在 题目 所 给 条 件 下 ， 必 存在 收敛 点 列 {zk} C El, {yk} C E2, 使 得 
dm le — yxl=0. olim ze = eo, 则 有 zo e Ei Nn E. 
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12. 利用 有 限 履 盖 定理 . 
13. (1) {(2,y,2) :2 +z <y); (2) {2,y,2) :7 +y > 2); 
(3) {(z,y,2):z>0,72 + > 2z}. 
14. (1) 存在 , 0; (2) 存在 , 0; (3) 存在, 0; 
(4) 不 存在 ; (5) 不 存在 ; (6) 不 存在 ; 
(7) 不 存在 ; (8) 存在, 0; (9) 不 存在 . 
15. 仿照 二 元 函数 构造 . 
16，(D 由 Jam 7(a) = 0 可 涂 取 序列 {zj, 便 得 Jim_ zx =0 且 im 丰 Re 
= 0 从 而 有 
jf(zke)f(zket) im (zefGza 1 
we Po) + Prer) 入 Ag Pos) + Fler 3 
(2) 可 分 别 考虑 (z,g) 沿 曲线 y = f(z) 和 y= 户 (z) 趋 于 (0, 0). 
K+1 
17. 例如 f(z,y) = A 
18. 利用 柯 西 准则 证 明 (1) 及 (2). 
(3) 利用 不 等 式 |f(z,9y) -cl < |f(z,y) 一 ROYV)|+ |h(y) 一 中 
19. {(=3) :0gzr<1, 且 7 四 地 0 
20. 不 妨 设 (zo,yo) s (0,1) x (0, 1). 
(1) 对 于 ve > 0, 由 f(zo,y) 在 y = yo 处 连续 , 存在 充分 小 的 6: > 0, 使 
得 当 ye [yo 一 ,yo 十 5 C (0,1) 时 ,有 
|f(zo,yo +61) — f(zo,vyo — 51)| < e/9. 
再 由 f(z,yo 十 抽 ) 与 flz,yo 一 机) 在 z = zo 处 连续 , 存在 5。> 0, 使 得 
当 |z 一 zol < 62 时 ,有 
If(z,yo +61)— f(zo,yo +61)| < e/9 
及 


lf(z,vyo — 61) — f(zo,yo — 61)| < e/9. 
因此 , 取 5 二 min{51,62}, 当 |z 一 zol <5 及 ly 一 ww| <5 时 ,有 


[f(z,9) — f(zo,yo)| < |f(z,9) — f(z, yo + 61)| 
+|f(z,vyo+t+ 6) — f(zo, yo + m1)| 
+|f(zo,yo +61) — f(zo,yo)| < <. 
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21. 


22. 
23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


(2) 类 似 (1), 利用 
if(z,9) — f(zo, yo)| < |f(z,9) — fz, yo)| + f(z, yo) — f(ro, yo)|. 


必要 性 是 显然 的 .对 于 充分 性 , 设 f(z) = (有 (2),f2(z),… ,fm(z)), 入 
车 f(z) 在 z 处 不 连续 , 则 存在 1 < jo < m, 使 得 io(z) 在 zo 处 不 连 
续 . 令 h(y) = hg,y2,… ,ym) = Yio, 则 ho f(z) 在 zo 处 不 连续 . 

从 函数 连续 的 定义 加 以 证 明 . 

(1) g(zo, yo) < f(zo,vyo); (2) g(zo,yo) > f(zo, yo). 

(1) 利用 对 角 线 排 法 ; 

(2) 对 于 Y(zub yi), (za 加 ) e RR?\E, 从 (Zz1,) 或 (x2,y2) 出 发 的 射线 的 
全 体 不 可 排 成 一 个 序列 , 因此 可 证 (2). 

设 f(z1,1) = m, f(z2,y2) = M, 则 D 内 连接 点 (zt) 与 (zzya) 的 
任意 曲线 上 都 存在 (&,m), 使 得 f(&,7) = c. 

对 于 z 关 0, 则 zx' = 百 满足 |z'| = 1. 注意 到 f(z') = |4z'| 是 R" 中 
单位 球面 5 = {z' : lz 外 = 1} 上 的 连续 正 函数 , 从 而 可 取 入 为 f(z') 在 5 
上 的 最 小 值 . 

利用 三 角 不 等 式 . 


取 (zh = 《 趟 全 ，Gg 0 = 0, 则 当 一 oo 时 ,|(zhsth) 一 


(zh) 一 0, 但 对 于 Vk E N, 有 |f(zk,yk) 一 f(zk,yk)| 一 1. 

类 似 于 一 元 函数 相应 性 质 的 证 明 . 

充分 性 显然 . 必要 性 : 对 于 Yzo e S = {zx : |z| = 1}, 取 定 点 列 {zk} C 
U(0, 1), 使 得 im me = Po, 并 且 im f(zx) ) 收敛 (由 f(z) 的 一 致 连 
续 性 ， 这 样 的 序列 一 定 存在 ). 定义 。 9 (zeo) = Aim 7f(zh), 证 明 对 任意 点 
列 {fz4k} C U(9,1), 只 要 im mk = Zo, 必 有 im fc = 9g(zo). 然后 证 
明 g(z) 在 U(0,1) 上 连续 . 

在 每 个 分 支 D 都 存在 一 个 点 (zt 72,… ,Zn), 使 得 对 于 Vi(1 < i < m)， 
有 zieQ. 


CE 
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第 十 四 章 
1. 利用 一 元 函数 的 微分 中 值 定理 , 如 
Ra (zz 十 12) sin Er z2 + 0, 
0, z+y =0. 
2 


_ [0，Zz 与 y 至 少 有 一 个 是 有 理 数 ， 
人 由 = 人 z 与 y 都 是 无 理 数 . 
3. (1) —2,cos1; (2) 一 2. 


4. (1) 8z 227+ Oz __ z(T+3y) 
Or (222+7y+Y) Oy (272 + TYy+y) 
Oz 2z2 -2%2 Oz 了 
(2) 学 2 


Br VE VR 


(3) 相 = 2zsec2z(z2 + 2y3)， 到 = 6y? sec? (7? 十 23); 


(4) Cu =[1+yz(z + y+ 2z)le™Y, OE [1+zz(z + y+ z)]e™Y, 

or Oy 

加 = [1+zy(z+y+z)]e™; 

Ou _ zz zz Ou _ zzvzz OU _ Zz Tz, 
(5) 死 一 cos(ye”“)yze ， 权 一 cos(ye”)e 可 = cos(ye”™ )yre™”; 
(6) ou 2 十 473 ou _ 了 Ou _ 2z . 

Or zy+zxs+2 Oy TYy+rA+z2 Oz 2 十 24 十 22， 
07) Ou . Ou et zsin(2(z + Y)) Ou 2 sin?(T + Yy) 

Or Oy 3[1 — zsin?(z +y)]$" Oz 3[1 — zsin?(z +y)]3" 
(8) Bu _ zcoszz ，2zsinz?sinzz Ou _ __ sinzz 

Or cosz2+ (cosz2+y)? 6y (cosz2 十 2)2” 

Ou TcoszZz . 


Bz coszi ty’ 


(9) tm VT? Ou _ tan Vity-z Ou__tanVrTy-z. 


Or 2vz+y-z 'O 2Vrty-z ' Oz 2VTTY—z 


Ou zz Ou _ zy 8 -zz 


(10) Br tany, 页 =e sec y, Fz = -re tany; 
(GD 新 一 27e”， 名 = 2ye’, 这 =@’"(7? + + z+ 22); 
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10. 
11. 
12. 


13. 
15. 
16. 


a2 = (2) Guz) Pn:(z 

er rT\y/ 0y y\y/ pz y \y/ 
Ou zi 

(13) 57; = = 一; 


“Tn nl 
= 一 ”十 nz 二 zz 十 .… 十 Z 
ri Zi + n(z1 2 十 … 十 Zn) 


。 直接 验证 ， 6. 0, -1, V3/2. 


记 w= (ww,w) 为 单位 向 量 , 则 2 = w+ w+ 2w; V6 一 V6 


t 王 


2 5 , LTE 1 1 
ee <txg . 
V3 V3 


. 注意 到 e, = (cos 0, sin 


9 (ee (e+ 引 ,m (e+ 3)) = (— sin 6, cos 0). 


例如 
f(z1, 31,°*° ,Tn) 
四 { Izn|， Zn =722+22+… 二 7Z2_1 且 2 二 43 十 … 十 Z2_1 关 0 
0， ”其 他 . 
直接 验证 . 
(1) 2dz; (2) dz + dy. 
(1) df = (好 cosz + 4zy)dz + (2ysinz 十 2z2)dyi 
(2) df = e-2ydz + (一 2ze-2y + 12y3)dy; 
22 
(3) df == 2 5d7 + 2yIn(z? +2)(z? + 1)dy+ Rid 
WW df= 吾 szs (5) af= 3 总 dc 
i=1 i=1 
df = 2zydz + (z*— 3)dy, 159.1. 14. (1) 3.78; (2) 2.98. 


仿照 定理 14.1.2 的 证 明 , 利用 数学 归纳 法 . 
(1) (2z sinyz + yze”*, z2z cosyz + 2ye”™”, ZY Cos yz 十 ZUV2ezz 十 22); 


(2) (( 商 | -1)ee®, ( 吉 一 ze ( 言 加 1jmere 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


ss 
(3z? 一 3yz,3z2 一 3zz, 3z2 一 3Ty), 曲面 z? = zy; 曲线 { a Ve 直 
= zzi 


线 z=y=z. 
Of(zoy) _ 3V6+3V2— V3—1 Of(zoy) _ 7—3V6— 3V2+V3 
A 3 


oi 07 
[-V484, V484]. 
ZI1 TI1T2 Tl1Tn 
lz|+ 记 
lz| lz| lz| 
TZ2T1 lel+ 2Z2 TZ2Tn 
(1) Iz| lz| le 
TnZ1 InT2 nn 
[zl lol+ El 
1 22 _Z1T2 ZT1Tn 
Iz| lz jz lz 
_ TZ271 1 3 ZT2Tn 
(2) lz lzl lz 有 jz ; 
2 
_ ZnZ1 _ ZnZ2 ed 1 _ zn 
lz jz lzl le 


(3) 站 =2 (Doan + ee) De 


仿照 定理 14.2.2 的 证 明 . 
四 恬 =efiterp 作 =ze ff -ze 


09. 0. 
(2) = 271f{ + 2717223... 22, Be = 2zz 玫 十 2z2ziz3 22 


Ea 


n 
Ber 一 2zk 玫 十 2zk I zx 和 玉 + 大 (3<k< 癌 . 


i=1i#k 

(1) 对 于 D 内 任意 两 点 z1,z2, 连接 它们 的 线段 在 D 内 . 由 其 偏 导数 的 有 
界 性 , 利用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 可 以 证 明 f(z) 在 区 域 D 内 一 致 连续 ; 
(2) 以 二 元 函数 为 例 , 记 D = N((0,0),D\{(z,) :z=0,0<y < 册 , 构 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
29. 


30. 


31. 


37. 
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、 0, Zz>0,y>0, 
造 f(y) = 人 (z,y)ED 且 zg0 或 ys0. 容易 验证 , /(z,y) 在 
内 具有 有 界 的 两 个 偏 导数 , 但 它 在 D 内 不 是 一 致 连续 的 . 

(1) 对 于 凸 域 , 利用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 即 可 证 明 ; 

(2) 对 于 区 域 D 内 任意 两 点 , 我 们 总 可 以 用 折线 段 将 它们 连接 , 再 在 每 个 
折线 段 上 用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 . 

(3) 见 第 23 题 的 (2). 

对 f(tz) = t* f(z) 两 边关 于 + 求 上 阶 导 数 , 再 令 上 = 1. 


3 


三 至: 
EF 
吴 =z(4 ltrsinl, 
诸 、 
问 =:(- 竺 ) cz -6ssiny 
利用 复合 函数 求 导 法 则 直接 验证 . 
1 
Be f(z) 三 = 


(1 dro O03 "Orn" 


M1: 


migm2 mn 

G1 02 an ( 
n 
> QiTi 
i=1 


2 
Ba = fAey + 2e? + ) f+ fy+ fi 


1 


Ja 外 


-路 


mi 
1 


Em 四 
dC Ve 
(9) Bm bw — (1) 


O22 
(D gz = fe + fodzy + faay? +2f, 


Oz 
Bi = flidy? + fl2dzy + jz + 2f1; 


Ou 加 
(2) B70r} = (71+72+*+ rn). 


2 
ED op 43 + 
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38. 


39. 


40. 


42. 


43. 
44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


令 u=z 一 1,v=y 一 1, 则 有 

Flu,v) = au + ev +2buwv + 2(a+ but+2(b+ ov + (a+ 2b+ oe). 

2 n 
erty ol1+(s+)+ E+ 4 +).... 
2! nl 
(1D) 1+2+y— 2 +2 -7 2 -Tyr 27y 
+222y? 一 2zy3 + Yt + o((z? 十 322)2); 

(2) (23 + 22+ 二 22) + (Ti 二 +z2 二 十 Zn)(Z? 十 23 十 … 十 22) 

十 (Z1 十 2 十 "十 Zn)?(Z9 十 2 十 … 十 Z2) 十 o((Z9 十 33 十 … 十 3)?). 


ee EY 
(0,0) nl m=n. 


Ory 

例如 : (1) z = |yl; (2) z =. 

记 F(z,y,z)=72 2zytztre”. 由 于 =2 尖 0, 因此 F(z,y,z) =0 

在 (1,1,0) 的 某 邻 域内 唯一 确定 一 个 隐 函 数 z = f(z,y). 利用 待定 系数 法 

可 得 f(z,y) = -2z 二 2z2+zy+olz2 十 刀 ) (z2 十 妇 一 0). 

BF(0,0,0) 
Oz 


OF(1, 1,0) 
Oz 


记 F(z,y,z) =f+7T2+ 妨 十 (ZT? 十 妨 )z2 十 sinz. 由 于 二 1, 因 
此 F(z,y,z) =0 在 (0,0,0) 的 某 邻 域内 唯一 确定 一 个 隐 函 数 z = f(z,9y). 


2 人 和 - -1 其 余 三 阶 偏 导数 为 0 


在 题目 条 件 下 , y = f(z) 在 zo 的 邻 域 U(zo,6) 内 的 导数 不 为 0, 因此 它 
具有 反 函 数 . 再 由 隐 和 函数 存在 定理 的 唯一 性 部 分 知 结论 成 立 . 
(1) Oz _ 下 十 yz 到 az __F 十 zz 用. 
Dr FitzyF2’ Oy Fi+zyFs’ 
Oz _ (Fi+R)z 8z _ (FIi+F)y 
(2) dr By - 


Fz 下 Fz 
Dd | 
dr 2—z’ dr? (2 一 z)2 -rz (Pz) 
(2) Oz = yzey 十 2 Oz 2eyz(yzeyz 一 2z4) 
Or? (yeyz 十 2z)3” Oy? ~ (yey 十 2z)3 


Oz _ eyr(yey* 十 2yz2) 
BrOy (yeyz 十 2z)3 “ 
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af .6h .0g 8f .Oh .0g 
49. -m0 Hy | Hy 
“本 0 的 的! 忆 划 的 .本 + 一 .于 球 . 榴 
ez Ot Gt Bz Bz 6: Bz Ot 
Oz 1 
50. 45050 =0 51. J 52. u? + v2. 53. abcr? sin p. 
54. 用 反 证 法 . 利用 逆 映 射 存在 定理 推出 矛盾 . 
55. (1) 极 大 值 点 : (一 1, 一 2); 极 小 值 点 : (1, 2). 
1 1 i 
人 该 大 信 点 ，( 遍 运 ) (在 -去 ) 
极点 《 记 , 冯 外- 去,- 去 ) 
56. (2) 将 直线 z = 0 及 y = kz (ke 及 ) 代入 直接 验证 . 
57. GF = FG, 58. V3, 2 
59. 证 明 w(z,y) 在 A 内 不 存在 小 于 专 的 极 小 信和 大 于 时 的 极 大 信 . 
i NAN 
60. 底 半径 (去 ) ,高 (4) . |/ E30 
5V21 5V21l 5 30 8 
0 0 0 (去 强 , 癌 )， 
3 5 1 
64. 3V5. 65. BB 66. Vn. 
和 区 
67. (a,b,c)= ( / f(z)(180z? — 180z + 30)dz， / f(z)(—180z? + 192z 
0 i 0 
et ee 2 
36dz, 人 f(z)(—307° 十 36 9)az) 
C2 750 
68. 本 ， 69.rW 7 
70. 利用 曲面 上 任 一 点 处 的 法 向 量 与 切 向 量 正 交 . 
71. 切线 方程 : 2 了 = = 苇 二!, 法 平面 方程 : 3 +16y 十 2z 十 11 =0. 
72. (1) 法 线 方程 : 2 -1 二 +, 切 平面 方程: zz +4 一 > 一 4= 0. 


(2) 法 线 方程 ; ee- 一 zo) _ bly— 了 (2— 20). 
yo zo 


切 平面 方程 : ao + 2 一 1 


b2 a 
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73. 
74. 


75. 


SL 
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(3, —1, ~14). 


-和 (rcos0 一 rocosbo) _ (rsin0—rosingo) _ z—-zo. 
法 线 方程 : Fo sin bo Focosb FF. 
To To 


Frcosto— FsinOo+ 


切 平面 方程 : | F cos 90 一 Pen ) (rooso 一 rocos6bo) 
0 
+ 人 sin bo 十 ee (rsino — rosinO0) + F(z — z0) = 0. 
0 


设 1 是 切 平面 上 过 点 (zo,yo, zo) 的 任 一 直线 , 则 过 1 且 与 切 平面 正 交 的 平 
面 与 曲面 的 交 线 即 为 所 求 . 


. 注意 到 名 一 为 常数 函数 . 


Z0 十 yo 20 72 zo 
(ee) sn) - (Re) -ww) -ez)=0. 


~ arccos V2zo. 79. 国定 直线 为 二 = ¥ 一 2 


.常数 为 a。 ”81. 体积 为 9a/2. 
.显然 点 (0, -1,2) 在 两 个 曲面 上 , 证 明 两 个 曲面 在 该 点 的 切 平面 为 同一 个 


平面 . 


第 十 五 章 


.对 于 Ve > 0, 构造 有 限 个 小 立方 体 组 成 的 集合 ,使 得 9D C 已 且 V(B) < 


s. 对 于 该 曲 顶 柱 体 的 底 及 侧面 , 满足 上 述 性 质 的 小 正方 形 显然 存在 ; 对 于 
曲 顶 , 可 根据 h(z,y) 在 8 内 的 一 致 连续 性 来 构造 小 正方 体 . 


. 注意 以 下 事实 : 对 任何 长 方 体 族 Ap, 总 有 m(4p) =0 和 M(Ap)>1. 
。 设 对 于 VY(z,y) E 万 有 |j(z,g) < M. 对 于 ve > 0, 存在 由 有 限 个 小 正方 形 


构成 的 简单 集 ,使 得 89D C B° 且 m(E) < pn 再 注意 到 D\E? 是 紧 集 ， 
从 而 f(z,y) 在 它 上 面 一 致 连续 . 因此 可 构造 万 的 分 割 {ADi, 人 AD2,…， 


K 
ADrj}, 使 得 wrAVie < 6 其 中 AVi 为 AD; 的 体积 , wx 为 f(z,y,z) 


k=1 


在 ADk (k= 1,2,… ,k) 上 的 振幅 . 


. 利用 同 胚 映射 的 一 致 连续 性 . 
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10. 


11. 


. 当 /se yazdy = 0 时 结论 显然 成 立 ， 当 该 积 分 不 办 时 ， 记 mn, M 


分 别 为 f(z,y) 在 D 的 最 小 最 大 值 , 由 积分 第 一 中 值 定理 , 则 3(€,n) e DD 
使 得 该 等 式 成 立 . 若 f(&,7) = m( 或 M), 证 明 f(z,y) 在 Di = {(z,y): 
g(z,y) > 0} 内 为 常数 ; 当 m < f(&,n) < M 时 , 由 连续 函数 的 介 值 性 推 知 
结论 成 立 . 


。 利 用 重 积分 第 一 中 值 定理 . 
. 三 重 积分 的 存在 性 可 用 定理 15.2.3 证 之 , 反之 未 必 成 立 . 例如 , 任 取 一 个 


在 D 内 不 可 积 的 函数 f(z,y), 构造 9 上 的 函数 


f(z,y), (2,y,0)€ 12, 


9 人 (2,1,2) € 9 (2 #0), 


则 g(z,y,z) 在 RR 上 可 积 . 


. 对 于 Yyo € RR", 记 Uy, = {Zz ER" :lz 一 zyol < 1}. 注意 到 当 y 一 yo 时 ， 


Uyoy 二 {Uyo UU Uy} 八 {Uyo 门 Uy} 的 体积 趋 于 0. 


. 注意 到 


-1gzdy= -1 f(z) , FW) 
frou a ff se) Saray, ESO+HD >2 


(1) 5; (2) 5— 2arctan 3; (3) 6. 


上 人 Newert wf /eudaz+ {yf f(z,Yy)dr; 
> 9 Vs 六 磺 

@) [4f,. f(z,y)dy; 

(3) 1 全 [ 本 f(z,y, 2)dz; 

9 人 a ewat af f(z, Wdy; 

9 /fmf We | sew nas 


1 1--z4 1 一 z4 一 z3 1 一 za 一 z3 一 z2 
@/ ars / dz 人 dz / f(z1, ra,za,T4)dzli 
D D 0 0 
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12. 


13. 


15. 


16. 


17. 


18. 


21. 


24. 


25. 
26. 


27. 
29. 
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(7) dz Li yas f(z,y,z)dy; 


FE 婚 
® /fo Ms [emsar 
27. 


加 7; © #0 -eos8); (9) Er; (0) 0 (5) je —D); (0) 3; 


(7) 0; (8) 28in1— cos1; (9) 25607; (10) i 记 喜人" 


je. 14. 2. 


(1) 化 为 累 次 积分 ， (2) 令 5 一 0 并 利用 第 6 是 . 
和 (/ Tan] = Jraazj ro- eraray 
a a a [a,b] x[a,b] 
1 
<3 a) + f°(y))dzrdy 


=// Pan 
[abl] xIa,b] 


=(6-a) f J2(z)dzdy- 


Oo 0 (9) a (16 (5) SF:; (0) SH! 
7) 27 
(7) 驴 - 
oa. 19. 1,3r 一 1.， 20. 号. 
258 372 7 45 

/hs p(z,y)dzdy. 22. (CS 23. Eh 

1 wa 1 1757 8 
(D8: (2)32m (3) 3; (9 i; (5 a; (6) ri (7) 486r. 
577 
本 
对 于 Vz >0, 记 As={(s,t) :s+ < 2 )} 和 M(z) = max {|f(s,t)|}, 


(st)E4z 
构造 区 域 D= {(z,y) :0<y<e ,0 < z < +o0}. 
(1) LE 和 (2) r2; (3) Br. 28. 于 


(1) 当 min{fa, 8,7} > 1 时 , 收敛 ; 当 min{fa, 6,7} < 1 时 , 发 散 . 


30. 
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(2) 当 a > 2 时 , 收敛; 当 a < 2 时 , 发 散 . 

(3) 当 a > 1 时 , 发 散 ; 当 a < 1 时 , 收敛 . 

(4) 当 a < 1 时, 收敛 ; 当 a > 1 时 , 发 散 . 

(5) 当 a > 3/2 时 , 收敛; 当 a < 3/2 时 , 发 散 . 

(6) 发 散 . 

对 充分 小 的 7, 构造 D, = {(z,y,z) : (z,y)€E 0,0<z< f(z,9) 一 +} 证 


i /EE A 


第 十 六 章 


We /yl ss 人 zolewads 


人 oemads 人 pcwads /eles sas 
E 证 Tr 


+ (1) 0; (2) 0; (3) 7; (4 4 
. (D0; (» -$; (9) 穴 . 
DOG 8 -5 oa dg2 0 殉 
6. 仿照 定 积分 第 一 中 值 定 理 的 证 明 . 
1) (a) —4; (b) -3. (2) (a) 0; (b) 2r. (3) e+1 


(0) -e+ 的 ，(G) ~Var. 


(a) (1) 2r; (2) 27. (b) (1) 0; (2) 0. 


1 


,二 二 一 2. 


2 2e 


.利用 第 一 型 曲线 积分 与 第 二 型 曲线 积分 的 关系 . 


0. 


、( Er; (2) 4—2V3r; (3)8V3; (4)48-24V3; (5) 工 (a2 二 bj2 二 ec 二 
、V3r. 
.0D 于 (39) Er (0 0; (SaVE+in(V5+1 


ld 
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15. Er. 16. (oa 30 +eos0)). 
17. (1) 2; (2)0; (3) x. 
12r 4T 
18. (1) “3; (2) 3. 19. 0 
20. (1) -3; (9) 一共 (3) 0; (4) 120mi 

(5) 训 " (3+ 27); (6) 2 
21. (a2 bh)A. 22.2rb. 23. 笃 . 24. -到 ， 25. 革 . 
26. 注意 到 在 9D 上 有 z2? 十 刀 三 1 27. 四 
28. (1) 3; (2) 24r; (3) Pr; (0 Sr (5) 16 
29. 利用 高 斯 公式 . 
30. 将 /中 ds 化 为 第 二 型 前 面积 分 , 然后 利用 高 类 公式 . 

s On 

31. (1) -8Var. (2) 12x. (3) -6r. (4) -2xrRr?. (5) (a) 3r; (b) 到 
32. 0. 
33. (1) -; (2) e+ (3) 431+n3i (4) -7 (5) sin1—e; (6)1. 
34. (1) zyezy +ysinz+C;i (2) zsinzy+zsinyz+ysinzz+C. 
35.(1) 利用 格林 公式 ; (2) 注意 到 TU Ts 是 闭 曲 线 . 
36. (1) -zydzAdy + (zyzz — zz)dy A dz— yzdz A dz; 

(2) (aA + bB+cC)dr AdyAdz. 
37. 注意 到 区 域内 任何 两 点 的 小 邻 域 可 以 用 D 内 的 一 个 带 状 区 域 连接 . 
38. rdrA 人 db， 39. r2sinpdrA 人 dp 和 db. 
40. 直接 验证 .41. (1) 0; (2) (一 ze*y — 2zy)dz Ady. 
42. (1) (er cosy 二 zer cosy, —Te” siny); 

(2) (yz cos zyz, Tz cos TYyz, TY COs TYZ). 
43. (1) divF = 1+2cosye”, rotF = (0,0, 2e” siny); 


(2) divF = 0, rotF = (0, 0, 0). 


44. 
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Bf 6 621 
人 Bi + Br + Ge 

OP HQ HR PP 0 PR PP 90 OR 
(2) (a ozpy + gz67’ ezpy 十 2 人 0y6z Or0z OzOy 本 ge); 
(3) (0,0,0); (4) F .gradf + fdivF. 


第 十 七 章 


. 例如 : 在 D 内 取 一 个 两 两 不 同 的 点 列 {(zx,yx)}, 使 得 {zk,yx)} = D， 


并 定义 函数 f(zksye) = 计 (k = 1,2,…), 而 对 于 Vz,y) € DA(zwanh， 
f(z,y) =0. 


. 和 用 Tos) eat) = {ent) flo,)ay— [fea wey. 
. 与 定理 17.1.1 的 证 明 类 似 . | 

. (1) In(V2+ 1); (2) nF. 5 nz 6. V(b¥ — a¥). 

. (1) 全 27)sin(z(b+7)) (a+27)sin(z(a+ 下 |， 


b 


b+z at+z 


2 in 工 sinz 
© / flbsinz) cosadt+ 人 22/f(z,s)as— 人 f(z, s)ds; 


si 
A 


2 

TI 
3) -1+ 一 -一 一 一 一 一 nlz|+InG+VI 2); 
3) TIF 1+22 a 


1— er (sin z2 一 (1 上 +4z2)cosz?) 
2z2 


(4) 


.可 以 仿照 定理 17.1.3 的 证 明 . 
. 设 f(t) 的 健 里 叶 级 数 的 前 n 十 1 项 部 分 和 为 T(t), 则 最 小 值 为 


人 
tf VO- TOP. 


. p(0) =0, p'(0) = 0. 

. 验证 f(z,y) 在 (0,1) 的 某 个 邻 域内 满足 隐 函 数 存在 定理 的 条 件 . 

. 0. 

。(1) 注意 到 y = 0 不 是 瑕 点 , 令 wz,y) = 二 也， u(zy) = ez， 并 利用 阿 


in 
VY 
贝尔 判别 法 ; 
(2) 利用 狄 尼 定 理 ; 
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sin(z?y) In(1+ ln(1 十 
(0) 注意 到 对 任意 = > 0, | 全 十 世 | < 办， 


(4) 注意 到 当 ye (0,1) 时 ,对 于 vse [0,1], 有 | 型 |< 二 
Y4 2 
16. (1) (a) 一 致 收敛 . 注意 到 y = 0 不 是 瑞 点 , 当 x > a 时 , 有 


I < mp 
(y+ 
y 


(b) 不 一 致 收敛. 有 注意 到 对 于 VA > 0, 有 


4+1 
lim / ek 三 十 oo、 
工 一 0 二 0 A i 


(2) (a) 一 致 收敛 . 注意 到 此 时 有 之 人 < Rs 


(b) 不 一 致 收敛 注意 到 对 于 Ve > 2, 取 zk = 大 , 则 有 


(3) (a) 一 致 收敛 . 注意 到 当 z > a 时 ， er-G-02 和 er 一 92; 
(b) 不 一 致 收敛 . 注意 到 对 于 YA > 0, 存在 z' = 4+1z=4+2， 


使 得 A+2 12 1 2 
. @ lv-(A+D) sy=/ evdy>0. 
A+]l 0 于 
17. 利用 柯 西 准则 ; 不 一 致 收敛 .18. lim f(z) = IT lim f(z) =0. 
1 2 A 工 T 
19. 5Vfe 一 ， 20. 了 lz 21. 了 22. TF 23, 7 


to0 /_ 
24. 0. 25. 证 明 / (= )av 在 (0, +co) 内 局 部 一 致 收敛 
1 
26. arctan 了 arctan 2. 
a a 


28. 分 别 考虑 人 "tj(z)dz 与 / ztf(z)qz, 并 利用 阿 贝尔 判别 法 . 
VD 1 
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V2r . Vv2 和 ee , 
30. (1) a (2) 了 (3) (-D"n!; (4) as (5) VF 


var (2 
(6) 55; © 人 (8) ( 吉 ) 
6 
31. 利用 变量 替换 32. 3 33 5 34. 1 35. 1 
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A 
鞍点 96 
也 
被 积 函数 136, 197, 214 
闭 包 12 
闭 集 12 
闭 区 域 29 
边界 10 
边界 点 10 
变换 33 
波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 15 
不 稳定 场 255 
C 
参 变量 271 
场 254 
稠密 9 
D 
6 邻 域 5 
6 去 心 邻 域 5 
达 布 大 和 139 
达 布 小 和 139 
带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 76 
带 皮 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 77 


单 连通 区 域 
单位 坐标 向 量 
导 集 

导数 

道路 

道路 连通 

德 . 摩根 公式 
等 位 面 

第 二 型 曲面 积分 
第 二 型 曲线 积分 
第 一 型 曲面 积分 
第 一 型 曲线 积分 
多 连通 区 域 

多 元 函数 


二 次 外 微分 
二 阶 偏 导数 
二 阶 微分 
二 重 积分 


Fréchet 导数 
法 线 

法 向 量 
反对 称 性 


219, 248 
4 
12 
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方向 导数 
方向 余弦 
方形 邻 域 
方形 去 心 领 域 
分 割 

分 量 

分 支 


高 阶 偏 导数 
高 斯 公式 
格林 公式 

共 斩 调 和 函数 
孤立 点 

光滑 曲线 
广义 重 积分 


哈密 尔 顿 算 子 
海 色 和 矩阵 

含 参 变量 定 积分 
含 参 变量 积分 
含 参 变量 无 穷 积分 
含 参 变量 瑕 积分 
函数 

环 量 


289 
290, 293 
258 
258 


积分 曲面 
积分 曲线 
极 大 值 

极 大 值 点 
极限 
极限 点 
极 小 值 

极 小 值 点 
间断 
间断 点 
简单 闭 曲线 
简单 集合 
简单 曲线 
紧 集 

聚 点 

距离 

绝对 收敛 
绝对 一 致 收敛 


K 连通 
开 覆 盖 
开 集 
开 普 勒 方程 
柯 西点 列 
柯 西 准则 
可 导 

可 积 

可 偏 导 
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可 求 体积 134 | 内 部 10, 219 
可 微 45, 53 | 内 点 10 
可 微 函数 45 | 内 积 3 
空间 3 | 逆 变换 33 
工 O 
拉 格 朗 日 乘 数 法 106 | 欧 几 里 得 3 
拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 77 | 欧 氏 空间 3 
拉 格 朗 日 余 项 76 Pp 
拉 普 拉 斯 算 子 260 | 皮 亚 诺 余 项 77 
累 次 积分 147 | 偏 导数 40 
累 次 极限 23 Q 
0 131 | 齐 次 函数 124 
26, 27 | 切 平面 人 
入 人 可 党 和 9 | 切 平面 方程 115 
We 切 向 量 115 
临界 点 站 穷尽 闭 区 域 列 171 
“| 穷尽 列 171 
es ”| 球形 邻 域 5 
人 134 区 域 六 
直径 i 29 | 曲 顶 柱 体 132 
曲线 积分 253 
马鞍 面 96 | 全 微分 45, 53 
麦 比 乌 斯 带 211 | 全 增 量 45 
面积 元 素 137 S 
3 | 三 角 不 等 式 4 
NN 三 重 积分 137 
n 元 函数 18 | 散 度 257 


上 积分 

收敛 

收敛 点 列 
数 乘 

数量 场 

斯 托 克 斯 公式 


梯度 

体积 
体积 元 素 

条 件 极 值 问题 
同 胚 
同 胚 映射 
调和 函数 

凸 函数 

凸 域 


外 部 

外 点 

外 积 

外 微分 

完 

微分 

微分 形式 
稳定 场 
无 穷 重 积分 
无 旋 场 


169, 
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无 源 258 
xX 
细 分 133, 139 
下 积分 139 
向 量 2 
向 量 场 255 
向 量 函 数 25 
向 量 空间 133 
向 量 线 256 
旋 度 258 
瑕 点 179 
瑕 重 积分 169 
Y 

雅 可 比 行列 式 56 
雅 可 比 拭 阵 56 
严格 极 大 值 点 95 
严格 极 小 值 点 95 
严格 凸 函数 118 
一 次 微分 形式 236 
一 致 连续 32 
一 致 收敛 277 
隐 函 数 79 
隐 函 数 存 在 定理 80 
映射 24 
有 界 7, 18 
有 限 开 覆盖 1 
有 限 子 覆盖 15 


